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  den retvinklede trekant.

F.   Beregningsmåder i 
  den vilkårlige trekant

A.  Vinkel og vinkelmåling

I plangeometrien er en vinkel den figur der dannes mellem to halvlinier ( på neden-stående figur: l og m), der udgår fra samme punkt (P). – Halvlinierne udgør vinklens ben, og punktet de udgår fra er vinklens toppunkt.





En vinkel måles i grader eller radianer, hvor

· gradtallet er baseret på, at 1 grad er en centervinkel, som spænder over en cirkelbue på 1/360 af hele den cirkelperiferi, som cirkelbuen er en del af, og

· radiantallet for en vinkel er lig med den buelængde, som vinklen spænder over i en cirkel (enhedscirklen) med radius 1 og centrum i vinklens toppunkt (i en vilkårlig cirkel er radiantallet buelængden divideret med cirklens radius). 

Sammenhængen mellem  gradtal og radiantal for en vinkel v  er:

gradtal               radiantal

            3600                      2(
dvs. en vinkels gradtal kan bestemmes ud fra dens radiantal eller omvendt dens radiantal ud fra gradtallet på følgende måde:

                          radiantal

                                   (
                          gradtal

                                        1800

B.  Enhedscirklen – den trigonometriske cirkel
Enhedscirklen er er en cirkel med radius 1 og centrum i et sædvanligt koordinatsy-stems begydelsespunkt (0,0). Enhedscirklens omkreds er 2( (cirklens diameter x ().














Sinus, cosinus og tangens

Definitioner:
Rv er retningspunktet på enhedscirklens periferi for vinklen v.



Rv’s førstekoordinat defineres som cos(v) (cosinus til v).



Rv’s andenkoordinat defineres som sin(v) (sinus til v).

(  Rv(cos(v), sin(v))

Tv er retningsliniens skæringspunkt med enhedscirklens tan-gent vinkelret på førsteaksen i punktet E(1,0).

Tv’s førstekoordinat er 1 ligesom punktet E.
Tv’s andenkoordinat defineres som tan(v) (tangens til v).

Af de ensvinklede trekanter ∆OPRv og ∆OETv fås:

sin(v)
         cos(v)

sin(v)

tan(v)
             1


cos(v)

C.  Enhedscirklen og den retvinklede trekant


Givet: Den retvinklede (ABC:

Den retvinklede (ABC placeres i forhold til enhedscirklen, således at vinkelspids A ligger i enhedscirklens centrum og dermed i koordinatsystemets begyndelsespunkt,  –  og således at kateten AC (b) er sammenfaldende med førsteaksen. Derved fås følgende figur:





Vha. de retvinklede og ensvinklede trekanter (APRv og (ABC, hvor (A = v, kan dannes følgende forhold, hvoraf sinA og cosA kan udledes:

sinA
             1

              a
        modstående katete

   a
             c

              c
             hypotenusen

cosA
             1

              b
        hosliggende katete

   
   b
             c

              c
             hypotenusen 










Vha. de retvinklede og ensvinklede trekanter (AETv og (ABC kan dannes følgende forhold, hvoraf tanA kan udledes:

tanA
             1

              a
        modstående katete

   a
             b

              b
        hosliggende katete

Ved simpel bogstavombytning fås tilsvarende for (B:

 b
    modstående katete

              c

   hypotenusen

 a 
    modstående katete

              c

   hypotenusen

 b
    modstående katete

 a
    hosliggende katete

Heraf følger, at

sinA  =  cosB    (    sinA   = cos(900 – A)

cosA  =  sinB    (    cosA  =  sin(900 – A)

D.  Trigonometriske ligninger

Trigonometriske ligninger handler om at bestemme en vinkel, når vi har en talværdi for sinus, cosinus eller tangens til en vinkel eller kan bestemme en sådan ud fra en mere sammensat ligning af trigonometriske størrelser.

Her ser vi udelukkende på, hvordan vi bestemmer en vinkel v i hovedintervallet 0 – 3600, når vi har givet  en talværdi a for en af de trigonometriske størrelser sinus, co-sinus eller tangens til den søgte vinkel, m.a.o. hvordan skal vi udføre den omvendte ope-ration til bestemmelse af sinus, cosinus eller tangens til en vinkel:

Givet:

sin v = a,  hvor   –1 ( a ( 1   eller



cos v= a,  hvor   –1 ( a ( 1   eller



tan v = a,  hvor  –( ( a ( +(
Sinus til en vinkel


Sin v = a (a positiv)


Sin v = a (a negativ)



E.  Den retvinklede trekant

( C  =  900 

( B  = 900  –  ( A

	Givet
	Beregningsmåde

	( A  =  36,90
a  =    3,0
	             a                     3,0

c  =                  =                           =  5,0 

           sin A             sin 36,90
             a                     3,0

b  =                  =                           =  4,0 

           tan A             tan 36,90  

	( A  =  36,90
b  =    4,0
	a  =  b · tan A  =  4,0 · tan 36,90   =  3,0
              b                    4,0

c  =                  =                           =  5,0 

           cos A             cos 36,90

	( A  =  36,90
c  =    5,0
	a  =  c ·  sin A  =  5,0 · sin 36,90   =  3,0
b  =  c · cos A  =  5,0 · cos 36,90  =  4,0

	( B  og en

 trekantside
	( A  =  900  –  ( B, og anvend der-
efter ovenstående fremgangsmåde.



	a  =  3,0

b  =  4,0
	               a        3,0

tan A  =       =           =   0,75  (    ( A  =  36,90
               b        4,0

c  =  ( a2 + b2  =  ( 9,0 + 16,0   =  5,0

	a  =  3,0

c  =  5,0
	               a        3,0

sin A  =       =            =  0,60  (    ( A  =  36,90
               c        5,0

b  =  ( c2 – a2  =  ( 25,0 –  9,0  =  4,0

	b  =  4,0

c  =  5,0
	               b        4,0

cos A  =       =           =  0,80  (    ( A  =  36,90
               c        5,0

a  =  ( c2 – b2  =  ( 25,0 – 16,0  =  3,0


F.  Den vilkårlige trekant


	Givet
	Beregningsmåde

	Situation I.

2 vinkler og
1 trekantside


	1. Bestem den tredje vinkel v.h.a. vinkelsummen.

2. Bestem forholdet k mellem kendt side og sinus til dens modstående vinkel (sinusrelationen).

3. Bestem øvrige sider ved at gange sinus til deres modstå-ende vinkel med k.

	Eks.:


( A  =  36,30
  ( B  =  117,30
  b  =    6,0
	( C = 1800  –  36,30  –  117,30  =  26,40
     b                   6,0

               =                        =  6,75  =  k

  sin B           sin 117,30 
a  =  k  ·  sin A  =  6,75  ·  sin 36.30  =  4,0
c  =  k  ·  sin C  =  6,75  ·  sin 26.40  =  3,0


	Eks.:


( A  =  36,30
( C  =  26,40
    c  =    3,0
	( B = 1800  –  36,30  –  26,40  =  117,30
     c                   3,0

               =                        =  6,75  =  k

  sin C           sin 26,40 
a  =  k  ·  sin A  =  6,75  ·  sin 36.30  =  4,0
b  =  k  ·  sin B  =  6,75  ·  sin 117,30  =  6,0


	Eks.:


( B  =  117,30
  ( C  =  26,40
  a  =    4,0
	( A = 1800  –  117,30   –  26,40  =  36,30
     a                   4,0

               =                        =  6,75  =  k

  sin A           sin 36,30 
b  =  k  ·  sin B  =  6,75  ·  sin 117.30  =  6,0
c  =  k  ·  sin C  =  6,75  ·  sin 26.40  =  3,0





	Givet
	Beregningsmåde

	Situation II.

1 vinkel og dennes
2 hosliggende sider


	1. Bestem den tredje side (modstående til den kendte vinkel) v.h.a. cosinusrelationen.

2. Bestem den ene af de ukendte vinkler v.h.a. cosinus-relationen (eller sinusrelationen).

3. Bestem den tredje vinkel v.h.a. vinkelsummen.

	Eks.:

( A  =  36,30
  b  =  6,0
  c   =  3,0
	a2  =  b2  +  c2  –  2bccos A

=  6,02  +  3,02  –  2 · 6,0 · 3,0 · cos 36,30
=  15,9866  (  a  =  4,0
               b2  +  a2  –  c2        6,02  +  4,02  –  3,02
cos C  =                          =                                  

                     2ab                         2 · 4,0 · 6,0 
=  0,8958  (  ( C  =  26,40
( B = 1800  –  36,30  –  26,40  =  117,30


	Eks.:

( B  =  117,30
a  =  4,0
 c  =  3,0
	b2  =  a2  +  c2  –  2accos B

=  4,02  +  3,02  –  2 · 4,0 · 3,0 · cos 117,30
=  36,0076  (  b  =  6,0
               b2  +  a2  –  c2         6,02  +  4,02  –  3,02
cos C  =                          =                                  

                     2ab                         2 · 4,0 · 6,0 
=  0,8958  (  ( C  =  26,40
( A = 1800  –  117,30  –  26,40  =  36,30


	Eks.:

( C  =  26,40
  b  =  6,0
  a  =  4,0
	c2  =  a2  +  b2  –  2abcos C

=  4,02  +  6,02  –  2 · 4,0 · 6,0 · cos 26,40
=  9,0058  (  c  =  3,0
               b2  +  c2  –  a2         6,02  +  3,02  –  4,02
cos A  =                          =                                  

                     2bc                         2 · 6,0 · 3,0 
=  0,8056  (  ( A  =  36,30
( C = 1800  –  36,30  –  26,40  =  117,30





	Givet
	Beregningsmåde

	Situation III.

1 stump vinkel og den-nes ene hosliggende
 og modstående side


	1. Bestem forholdet k mellem kendt side og sinus til dens modstående vinkel (sinusrelationen).

2. Bestem den ukendte vinkel, som ligger modstående til den kendte hosliggende side v.h.a. sinusrelationen.

3. Bestem den tredje vinkel v.h.a. vinkelsummen.

4. Bestem den tredje side ved at gange sinus til dens modstå-ende vinkel med k.

	Eks.:

 ( B  =  117,30
b  =  6,0
c   =  3,0
	    b                    6,0

               =                        =  6,75  =  k

  sin B           sin 117,30 
              c         3,0

sin C  =       =             =  0,4444  (  ( C  =  26,40
               k        6,75

( A = 1800  –  117,30   –  26,40  =  36,30
a  =  k  ·  sin A  =  6,75  ·  sin 36.30  =  4,0


	Eks.:

 ( B  =  117,30
a  =  4,0
b   =  6,0
	    b                    6,0

               =                        =  6,75  =  k

  sin B           sin 117,30 
              a         4,0

sin A  =       =             =  0,5926  (  ( A  =  36,30
              k         6,75

( C = 1800  –  36,30  –  117,30  =  26,40
c  =  k  ·  sin C  =  6,75  ·  sin 26.40  =  3,0


	Eks.:

( A  =  36,30
 ( B  =  stump
a  =  4,0
b  =  6,0
	Løses som situation IV (flg. side), idet der kun er løsningen, hvor ( B er stump.




	Givet
	Beregningsmåde

	Situation IV.

1 spids vinkel og den-
nes ene hosliggende
 og modstående side.

NB! – Mulighed for 2 løsninger.


	1. Bestem antal løsninger  –  se følgende eksempel.

2. Bestem forholdet k mellem kendt side og sinus til dens modstående vinkel (sinusrelationen).

3. Bestem den ukendte vinkel v, som ligger modstående til den kendte hosliggende side v.h.a. sinusrelationen.
Dette giver v og evt. 1800 – v.

4. Bestem den tredje vinkel v.h.a. vinkelsummen.

5. Bestem den tredje side ved at gange sinus til dens modstå-ende vinkel med k.

	
Eks.:

 ( A  =  36,30
 a  =   4,0
  b   =  6,0

2 løsninger, hvis:
b · sin A  <  a  < b


	Da  6,0 · sin 36,30  <  a = 4,0  < 6,0

(  3,5521  <  a = 4,0  < 6,0  (  2 løsninger
    a                   4,0

             =                        =  6,75  =  k

 sin A           sin 36,30 
              b        6,0

sin B  =      =            =  0,8888 (  ( B =  62,70  (I.)

              k       6,75

               og 1800 –  62,70 = 117,30  (II.)

I. B =  62,70    (  ( C = 1800  –  36,30  –  62,7,30 

                               =  81,00 
     ( c  =  k · sin C  =  6,75 · sin 81.00   =  6,7
II. B =  117,30   (  ( C = 1800  –  36,30  –  117,30 

                                =  26,40 

     ( c  =  k · sin C  =  6,75 · sin 26.40    =  3,0





	Givet
	Beregningsmåde

	Situation V.

3 trekantsider


	1. Bestem to af vinklerne v.h.a. cosinusrelationen.

2. Bestem den tredje vinkel v.h.a. vinkelsummen.


	
Eks.:

a  =  4,0
b  =  6,0
c  =  3,0
	               b2  +  c2  –  a2        6,02  +  3,02  –  4,02
cos A  =                          =                                  

                     2bc                         2 · 6,0 · 3,0 
=  0,8056  (  ( A  =  36,30
               a2  +  c2  –  b2        4,02  +  3,02  –  6,02
cos B  =                          =                                  

                     2ac                        2 · 4,0 · 3,0 
=  – 0,4583  (  ( B  =  117,30
( C  =  1800  –  36,30  –  117,30  =  26,40
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(Gennemgående eksempel)
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