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Andengradspolynomiet (parablen)

Andengradspolynomier er udtryk, der kan skrives på formen:

ax2 + bx + c,
(1)

hvor koefficienterne a, b og c er symboler for konstanter (dvs. tal som er givne og faste i modsætning til x, som varierer). De anvendte symboler for disse koefficienter svarer til hvad de fleste andre beskrivelser og formelsamlinger anvender. Hvis alle tre led forekommer i andengradspolynomiet betegnes dette komplet, idet 

a: Koefficienten til x2, hvor a ( 0 for, at polynomiet kan være af anden grad.

b: Koefficienten til x.
c: Konstantleddet (er koefficienten til x0).

Andengradspolynomiet kan opfattes som en funktion:

f(x) = ax2 + bx + c,
(2)

hvor det grafiske billede er en parabel.

Funktionens nulpunkter bestemmes ved at sætte andengradspolynomiet lig med nul, der-ved fås andengradsligningen, som skrives på  tilsvarende standardiserede måde

ax2 + bx + c = 0
(3)
Formler  knyttet til  andengradspolynomiet og andengradsligningen er baseret på, at a, b og c har disse positioner i udtrykket samt, at andet fortegn end plus er koef-ficientens fortegn.

Eksempel:
 I andengradspolynomiet f(x) = 2x2 – 3x + 6 er således a = 2, b = –3 
 og c = 6.

Grafen for et andengradspolynomium er en parabel, når dette afbildes i et sædvan-ligt koordinatsystem,  –  og omvendt kan forskriften for en parabel afbildet i et sæd-vanligt koordinatsystem skrives på formen (2). 

Andengradspolynomier hører til de ofte forekommende funktioner i mange praktiske opgaver. Mange tekniske og økonomiske sammenhænge i modeller / konstruktioner kan beskrives vha. andengradspolynomier, hvor funktionsværdien udtrykker en stør-relse, som i givne situationer helst skal være størst eller mindst mulig eller evt. nul. –  Man må derfor kunne bestemme, hvornår funktionsværdierne opfylder dette m.h.p. at optimere.

I analytisk geometrisk er parablen grafen til andengradspolynomiet, men parablen fremkommer også som dels et keglesnit, dels det geometriske sted for de punkter, der har lige stor afstand fra et punkt og en linie. Dette punkt er parablens brændpunkt og linien er dens ledelinie.

Dette indebærer, at parablens forskrift både kan angives som et andengradspoly-nomium og en parameterfremstilling (som ikke behandles her).

Egenskaber for grafen til andengradspolynomiet

· Parablen er symmetrisk omkring en ret linie parallel med y-aksen (og brænd-punktet og vinkelret på ledelinien).

· Parablen har et toppunkt, som er funktionens mindste eller største værdi afhæn-gig af fortegnet for koefficienten a.

Koefficienterne a, b og c bestemmer parablens form og beliggenhed i koordinat-systemet.

Koefficienterne a, b og c

· Formen bestemmes af a’s numeriske værdi: 
· (a(( 1:    Formen bliver bredere og mere flad
                omkring toppunktet jo mindre (a(.

· (a(( 1:    Formen bliver smallere og mindre flad
                omkring toppunktet jo større (a(.


· Beliggenheden bestemmes af a, b og c på følgende måde:

· a ( 0:        Parablens åbning vender opad og top-
                 punktet er funktionens mindste værdi.

· a ( 0:        Parablens åbning vender nedad og top-
                 punktet er funktionens største værdi.

· b = c = 0:  Parablens toppunkt er i koordinatsyste-
                 mets begyndelsespunkt (origo).


· b:
       Hvis a og b har modsatte fortegn ligger
                  toppunktet i 1. eller 4. kvadrant.

       Hvis a og b har samme fortegn ligger
       toppunktet i 2. eller 3. kvadrant.


· c:              Funktionsværdien for x = 0 (y-koordinaten
                 til parablens skæringspunkt med y-aksen)

Bestemmelse af andengradspolynomiets toppunkt og nulpunkter:

Udfra forskriften (2) bestemmes toppunkt og eventuelle nulpunkter vha. af følgende formler (diskriminantmetoden)

Diskriminant, d = b2 – 4( a ( c   *)

(4)

                          b          d

Toppunkt, T =   –        ;  –       

(5)

                               2a        4a

Hvis f(x) = ax2 + bx + c har nulpunkter ( parablens skæringspunkter med x-aksen) findes de ved bestemmelse af rødderne i ligningen




ax2 + bx + c = 0, hvor a ( 0,

dvs. at bestemme nulpunkter for f(x) = ax2 + bx + c  er det samme som at løse andengradsligningen x2 + bx + c = 0, hvilket kan gøres efter følgende formel:





     α
Nulpunkter, f(x) = 0 for x =                        =
            
(   L = { α , β } 
(6)       





     β
*)   hvis
d ( 0  (   der er to nulpunkter (2 løsninger:  α og β)


d = 0  (   der er et nulpunkt
                                   (1 løsning:   α (dobbeltløsning))


d ( 0  (   der er ingen nulpunkter (ingen løsninger)
                                   

Eksempel 1
Givet:  f(x) = 2x2 – 3x – 2

d = 9 – 4 ( 2 ( (–2) = 9 + 16 = 25 ( 0  (  Der er to nulpunkter (løsninger)






2

f(x) = 0 for x  =                              =                      = =                 (   L = { 2, –½}     






–½

Eksempel 2
Givet:  f(x) = 4x2 – 12x + 9

d = 144 – 4 ( 4 ( 9 = 144 – 144 = 0  (  Der er et nulpunkt (dobbeltløsning).








f(x) = 0 for x  =                              =             =  1½    (   L = { 1½}     








Eksempel 3
Givet:  f(x) = 5x2 – 7x  + 4

d = (–7)2 – 4 ( 5 ( 4 = 49 – 80 = – 51 ( 0   (   Der er ingen nulpunkter (ingen 

løsninger)

L = { Ø }     


Andengradspolynomiets  nulpunkter og toppunkt kan altid bestemmes vha. diskri-minantmetoden,  som er tydeliggjort  på side 5. I nogle tilfælde er der dog genveje jf. nedenstående. 

Faktorisering

At faktorisere et polynomium vil sige at omdanne det fra en sum af led til et produkt af faktorer.

· Hvis f(x) = ax2 + bx + c har de to nulpunkter α og β,
kan polynomiet faktoriseres til f(x) = a(x – α)·(x – β).

· Hvis f(x) = ax2 + bx + c har et nulpunkt α (dobbelt),
kan polynomiet faktoriseres til f(x) = a(x – α)·(x – α)
 = a(x – α)2.

Når et polynomium er faktoriseret, fremgår nulpunkterne umiddelbart ved anvendel-se af nulreglen. Denne regel siger, at et produkt er nul, hvis en af faktorerne er nul. Dvs. nulpunkterne bestemmes som de x-værdier, der gør faktorerne til nul.

Genveje til bestemmelse af nulpunkter

Hvis andengradspolynomiet ikke er komplet m.h.t. antal led, men kun indeholder to led  –  dvs. hvis enten b eller c er nul  –  kan evt. nulpunkter bestemmes på en enklere måde, som er vist på side 6 og 7:

Eksempel, hvor  b = 0
f(x) = 2x2 – 8   




       = 2·(x2 – 4) 
(2 sættes uden for parentes)




       = 2·(x2 – 22)
Anvendelse af kvadratsæt-

       = 2(x + 2)(x – 2)
ningen om to tals sum gange



de samme to tals differens.

Ved anvendelse af nulreglen fås nulpunkterne til 
x = –2 og x = 2.







 

Eksempel, hvor  c = 0
f(x) = 2x2 – 6x 




      = 2x·(x – 3)
(2x sættes uden for parentes)

Ved anvendelse af nulreglen fås nulpunkterne til 
x = 0 og x = 3.




Diskriminantmetoden

Metoden tager udgangspunkt i at andengradspolyno-miet er ordnet på den vedtagne måde:

   f(x) = ax2 + bx + c

(1)

Eksempel

     f(x) = 1x2 – 4x + 3

Diskriminanten: d = b2 – 4·a·c  = (–4)2 – 4·1·3





     =  16 – 12 =  4

                                             b          d

Parablens toppunkt: T =   –        ,  –       

(2)

                                                2a        4a
                                            –4          4

    =   –        ,  –         =   2, –1

                                                2·1       4·1




     

Nulpunkter:  f(x) = 0 for x =                            
(3)





                               3




           =                        =







       1

Dvs. f(x) kan faktoriseres på følgende måde:

f(x) = x2 – 4x + 3  = (x – 1)·(x – 3)
Genvejsmetoder

Diskriminantmetoden kan altid anvendes til  bestemmel-se af toppunkt og nulpunkter, men hvis andengrads-polynomiet ikke er komplet, dvs. enten b = 0 eller c = 0, er der følgende måder:

f(x) = ax2 + bx + c

(1)
b = 0
      (  

f(x) = ax2 + c
Nulpunkter: 
Bestemmes af ligningen:




ax2 + c = 0

(
ax2 = –c  (  x2 = –



( 
x  = ±√      (  L = { α , β }
(2)
a og c må have forskelligt fortegn – ellers er der ingen nulpunkter (d.v.s. parablen har ingen skæ-ringspunkter med x-aksen).   

Eksempel

f(x) = 2x2 – 8

          2x2 – 8 = 0
(      2x2 = –8  (  x2  = –       = 4
( 
x  = ±√4  = ± 2
Ved anvendelse af parablens symmetri m.h.t. sin akse kan dens toppunkt,T, bestemmes på følgende måde:

                                                    

Parablens toppunkt: T =           , f(        )  =   0,–8
 (3)

                                                        

c = 0
      (  

f(x) = ax2 + bx
Nulpunkter: 
Bestemmes af ligningen:




ax2 + bx = 0

(
ax (x +     ) = 0

Nulreglen siger, at et produkt er nul, hvis en af faktorerne er nul. Dvs. nulpunkter-ne bestemmes som de x-værdier, der gør faktorerne til nul.






(  x  =       ( L = {α, β} = {0,      }
(4)

Hvis c = 0 og b ( 0 har f(x) altid nulpunk-ter  –  dette ses dels direkte af f(x), dels af diskriminanten, d = b2 ( 0.   

Eksempel

f(x) = 2x2 – 8x

          2x2 – 8x = 0
(     2x (x –      ) = 0 ( x  =

( 
L = {0, 4}  =  {α, β}
Ved anvendelse af parablens symmetri m.h.t. sin akse kan dens toppunkt,T, bestemmes på følgende måde:

                                                    

Parablens toppunkt: T =           , f(        )  =   0,–8
 

                                                        

Nedenstående skemaer består af 14 opgaver (heraf er 3 eksempler), hvoraf de første 8 opgaver går ud på ved beregning at bestemme diskriminant, toppunkt og nulpunkter samt skitsere grafen for funktionen, medens de sidste 6 opgaver går ud på at beregne fællespunkterne mellem de givne funktioner.

	
	Givet for
(x ( R:

f(x) =
	Diskrimi-nanten,

d

= b2 – 4ac
	Toppunkt,
 T
	Nulpunkter

for x =
	Afbildning

(skitse)

	
1)
	2x2 – x – 6


	(-1)2 – 4(2((-6)

= 1 + 48 = 49
	(1/4, -61/8)


	
   x =

      = {2, 1½}
	

	
2)
	–4x2 – 11x – 6


	
	
	
	

	
3)
	3x2 – x +4


	
	
	
	

	
4)
	–4x2 + 7x – 4


	
	
	
	


	
	Givet for
(x ( R:

f(x) =
	Diskrimi-nanten,

d

= b2 – 4ac
	Toppunkt,
 T


	Nulpunkter

for x =
	Afbildning

(skitse)

	
5)
	25x2 + 30x + 9


	
	
	
	

	
6)
	4x2 – 9x

	
	
	
	

	
7)
	¼ x2 – ¾
	
	
	
	

	
8)
	–½x2 + 6


	
	
	
	


Vejledning Fællespunkterne mellem to funktioner kan bestemmes ved at sæt-te de to funktioners forskrifter lig med hinanden og løse den derved fremkom-ne ligning m.h.t. x og efterfølgende bestemme den/de dertil hørende y-værdier.
	
	Givet for
(x ( R:

f(x) =   1)
	Skæringspunkterne mellem de to grafer bestemt ved de givne forskrifter.

(Bestemmes ved beregning)  
	Afbildning 1)

(skitse)

	
9)
	2x2 – x – 6

2x – 6 


	     Jf. 1)  d = 49, F(x) = 0 for x = {2, 1½}
         2x2 – x – 6 = 2x – 6

  (   2x2 – 3x  = 0   (   2x( x  – 1½) = 0  
  (    x = {0, 1½}

  (   Fællespunkter:   (0, -6) og (1½, -3)
	

	
10)
	2x2 – x – 6

–2x
	
	

	
11)
	2x2 – x – 6

–4x2 + 7x – 4
	     Jf. 1)  d = 49, F(x) = 0 for x = {2, 1½}

      Jf. 4)  d = -15, F(x) ( 0 for alle x 

2x2 – x – 6 = –4x2 + 7x – 4

(  6x2 – 8x – 2,  d = (-8)2 – 4(6((-2) = 112

x =                    = {1,55, -0,22} 

Fællespunkter:   (1,55, -2,75) og

                               (-0,22, -5,68)

	

	
12)
	2x2 – x – 6

–4x2 – 11x – 6


	
	


1) NB!  Den viden, som du allerede har om de givne funktioner fra foregående opgaver, 
           kan umiddelbart genanvende.

	
	Givet for
(x ( R:

f(x) =   1)
	Skæringspunkterne mellem de to grafer bestemt ved de givne forskrifter.

(Bestemmes ved beregning)  
	Afbildning 1)

(skitse)

	
13)
	–2x2
x2 – 2x – 4


	
	

	
14)
	–2x2 

x2 – 2x + 1
	
	

	
–)
	
	
	

	
–)
	
	
	


1) NB!  Den viden, som du allerede har om de givne funktioner fra foregående opgaver,   
           kan du umiddelbart genanvende.
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–(–4) ( √ 4   
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