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Lineær Programmering - LP

0.  Indledning

Lineær programmering hører ind under området matematisk programmering.

Matematisk programmering er benævnelsen for den del af matematikken, der handler om at bestemme fordelingen (anvendelsesmåden) af knappe midler på den mest fordelagtige måde, dvs. opnå den størst mulige gevinst eller de lavest mulige omkostninger. – Et pro-blem, der typisk går ud på at bestemme en optimal værdi udfra en funktion med flere variabler, som er underlagt forskellige begrænsninger.

Lineær programmering er optimeringsmodeller, der forudsætter at indgående funktioner er lineære, f.eks.:

· Omkostninger

· Omsætning

· Indtjening.

Optimeringen kan handle om f.eks. at maksimere indtjeningen eller minimere omkost-ningerne, hvilket foranlediger at man deler løsningsmodellerne op efter om de behandler et "maksimumsproblem" eller et "minimumsproblem", men løsningsproceduren er den samme

En sådan problemstilling kan illustreres med følgende eksempel, der handler om at bestemme hvor meget man skal producere og sælge af vare A og vare B, således at virksomheden opnår størst muligt samlet dækningsbidrag, når produktionsfaktorerne ind-går i begge varer og er begrænsede. – Dvs. eksemplet er et maksimumsproblem og det anvendes som et gennemgående eksempel i dette notat.

Eksempel A.

En virksomhed producerer to varer A og B.

Til produktionen af 1 enhed af vare A anvendes 4 tons råvarer og 2 arbejdstimer. De tilsvarende tal for 1 enhed af Vare B er 2 tons råvarer og 5 arbejdstimer.

Til produktionen af vare A og B råder virksomheden over 3 mand à 40 timer om ugen, og virksomheden får leveret 80 tons råvarer om ugen.

Bestem det største samlede dækningsbidrag, som virksomheden kan opnå pr. uge fra både vare A og B, når disses dækningsbidrag er henholdsvis kr. 3.000 og kr. 7.000 pr enhed. 

Problemet i eksempel A er:

Hvilket produktmix kan det bedst betale sig at vælge med henblik på at maksimere DBuge?

Oplysningerne kan systematiseres i tabelform på følgende måde:

	Tabel 1

Ressourcer /

Produktionsfaktorer
	Ressourceforbrug

Pr. enhed af
	Disponible 
ressourcer

Pr. uge 
	Begrænsnings-betingelser

	
	Vare A
	Vare B
	
	

	Råvarer
	4 ton
	2 ton
	80 ton
	

	Arbejdstimer
	2 timer
	5 timer
	120 timer
	(   I

 (   II

	Antal pr. uge
	x
	y
	
	

	DB pr. enhed
	4.000 kr.
	7.000 kr.
	
	Kriterie-
funktion


1)  Vi kan opstille følgende begrænsningsligninger / -uligheder:

I. 4 x  +  2 y  (    80

II. 2 x  +  5 y  (  120
samt      x  (  0  og  y  (  0
2)  Vi kan opstille følgende kriteriefunktion:



DBuge  =  4.000 x  +  7.000 y

Uden særlig matematisk viden om fortolkning og behandling af disse uligheder og ligninger med to variabler kan vi godt starte med en forenklet betragtning, der belyser problemstillin-gen udfra to specielle varekombinationer – nemlig:

Hvor meget kan vi maksimalt producere af den ene vare, hvis vi kun producerer den  –  altså enten vare A eller vare B?

	Tabel 2
	Råvarer
	Arbejdstimer

	Disponibel kapacitet
	80 ton
	120 timer

	Vare A
	20 enh.
	60 enh.

	Vare B
	40 enh.
	24 enh.


DBuge,maks  ved kun at producere vare A  =  20  x 3.000 kr.  =     60.000 kr.

DBuge,maks  ved kun at producere vare B  =  24  x 7.000 kr.  =   168.000 kr.

Pga. de lineære sammenhænge ved anvendelsen af ressourcerne til enten vare A eller vare B kan vi afbilde indholdet af tabel 2 grafisk på følgende måde:




Hvis vi kun producerer vare A, kan vi maksimalt producere 20 enheder af denne pga. den begrænsede mængde råvarer – dvs. råvarer er en flaskehalsfaktor.

Hvis vi kun producerer vare B, kan vi maksimalt producere 24 enheder af denne pga. det begrænsede antal arbejdstimer – dvs. mængden af arbejdstimer er flaskehalsfaktor.

At optimere vil sige at finde det bedst mulige resultat – altså den gunstigste kombination af antal enheder af vare A hhv. vare B. Den slags problemstillinger er næsten altid et teknisk-økonomisk problem mht. hvad der er teknisk muligt og hvad der økonomisk bedst kan beta-le sig.

For at kunne løse denne problematik mere præcist og sikkert, skal vi først lære noget om 

1) uligheder med to variable, således at vi kan behandle begrænsningsbetingelserne,

og


2) funktioner med to variable, således at vi kan sammenholde kriteriefunktionen med begrænsningsbetingelserne og bestemme den optimale kombination.

I dette pensum vil vi kun operere med to produkter, der anvender samme produktions-faktorer. Antallet af produkter giver antallet af variabler og vi kan ved grafisk metode ikke klare mere end to variabler.

Hvis problemstillingen indeholder flere end to produkter, må man anvende simplex-metoden.

1.  Uligheder med to variable (ubekendte) størrelser

Det er uligheder, som kan skrives på formen (eksempel):                
6 x  +  3 y  (  9

Det for os ny i dette udsagn er skrivemåden – for vi kender udsagnet

        6 x  +  3 y  =  9

· 3 y  =  –6 x  +  9

·  y  =  –2 x  +  3,

hvor y er en lineær funktion af x og grafen er en ret linie med Dm(f) = x ( R og hvor der til en bestemt værdi af x svarer en bestemt funktionsværdi y ifølge forskriften.

Men uligheden

6 x  +  3 y  (  9

opfyldes af talpar bestående af x og y, hvor der til enhver værdi af x vil være uendelig mange værdier af y, som sammen med x opfylder uligheden. – Og på tilsvarende måde gælder det omvendte for enhver værdi af y.

Hvis vi betegner ulighedens venstre side f(x, y), har vi f.eks. for

· x  =  –10    (     f(-10,y)  =  6  ·  (–10)  +  3 y  (  9     (    y  (  23
· y  =    27    (     f( x,27)  =  6 x  +  3  ·  27  (  9          (   x  (  12
Samtlige mulige talpar (x, y) kan opfattes som mængden af punkter i hele koordinatsyste-met – dvs. uendelig mange.






          · (x, y)

Men uligheden  6 x  +  3 y  (  9  deler alle disse punkter op i to dele:

" de der opfylder uligheden, og de der ikke gør det "

og det kan vi vise grafisk:











Hvis vi vælger punkter over linien og indsætter disses koordinater i uligheden

6 x  +  3 y  (  9

får vi eksempelvis for

(x, y)  =  (0,5)  (  f(0,5)  =  6 · 0  +  3 · 5  =  15  (  9

(x, y)  =  (5,2)  (  f(5,2)  =  6 · 5  +  3 · 2  =  36  (  9

Hvis vi gør det samme for punkter under linien, får vi eksempelvis for

(x, y)  =  (–2,0)  (  f(-2,0)  =  6 · (–2)  +  3 · 0  =  –12  (  9

(x, y)  =  (0, 0)    (  f(0,0)   =  6 · 0  +  3 · 0  =  0  (  9

(x, y)  =  (2,–4)  (  f(2,-4)  =  6 · 2  +  3 · (–4)  =  0  (  9

y  (  –2 x  +  3  betyder, at uligheden er opfyldt for alle punkter tilhørende punktmængden L (løsningsmængden), som omfatter punkterne beliggende på og over linien bestemt af ligningen y  =  –2 x  +  3. Dette kan grafisk vises på følgende måde:


For vort eksempel A kan vi nu bestemme mængden af mulige kombinationer af antal vare A og antal vare B med de givne begrænsninger.





2.  Funktioner med to variable

Når løsningsmængden L er bestemt, hvilken kombination er da den optimale? – Det er den, hvor kriteriefunktionen antager sin største værdi:

DBuge  =  4.000 x  +  7.000 y

Hvis vi vælger en værdi (niveau) for DBuge kan kriteriefunktionen skrives som forskriften for en ret linie. – Uanset hvilken værdi vi vælger for DBuge vil det kun påvirke forskriftens konstantled.

Vi kan derfor vælge DBuge  =  0  (som svarer til niveaulinien N(0))  (  

4.000 x  +  7.000 y  =  0

                  4
(  y  =  – –– x

                  7

Dvs. grafisk er kriteriefunktionen en ret linie med hældningen –3/7 og den maksimeres ved at parallelforskyde linien til maksimalt DBuge inden for løsningsmængden L. – Se følgende tegning. 







A's koordinater kan bestemmes af ligningerne:

I. 4 x  +  2 y  =    80

II. 2 x  +  5 y  =  120


I. / II.
  8 y  =  160    (  y  =  20  (  x  =  10.

I netop kombinationen (x, y)  =  (10,20)  er hverken råvarer eller arbejdstimer flaskehals.

DBuge,maks =  4.000 · 10  +  7.000 · 20  =  40.000  +  140.000  =  180.000 kr.
3. Problemtyper

A. Maksimeringsproblem




B. Minimeringsproblem




4.  Lp-algoritmen
1) Definition af de uafhængige variabler x og y.

2) Bestemmelse af forbruget af produktionsfakto-rer pr. enhed af x og y.

3) Formulering af begrænsningsligninger pr. pro-duktionsfaktor.

4) Formulering af kriteriefunktionen for hvad der skal optimeres.

5) Indtegn begrænsningsligninger i et koordinat-system, således at der fremkommer et polygon-område svarende til løsningsmængden for kombinationer af x og y.

6) Indtegn kriteriefunktionen som en niveaulinie.

7) Parallelforskyd niveaulinien til den kombination af x og y, der optimerer kriteriefunktionen. 
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