1.3

NULPUNKTER ELLER
SKZARINGSPUNKTER
MED FORSTEAKSEN

Vort formal i dette afsnit er at udvikle en metode til
at bestemme nulpunkter for et polynomium af hg-
jere grad.

Dvs. en metode til at lase en ligning af hgjere grad f(x) = 0, hvor
f er et polynomium, hvilket svarer ¢l at bestemme grafens
skeringspunkter med 1.-aksen.

Hertil behover vi en teknik, der ben@vnes polynomiers division,
og som belyses i det efterfolgende eksempel.

Husker vi tilbage pd hvordan vi lerte at dividere i folkeskolen, sé afviger me-
toden ikke synderligt. Man kan fremstille metoden sidan:

812:4 =203
O
1
0
12
1_2
0 Resten er O,

S4 denne division gér altsi op. Endvidere ved vi nu, ar
4-203 =812

En lignende egenskab vil vi benytte, ndr der er tale om polynomier.
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Skal man udfere divisionen
K+2—4dx+1):x-1)

gir man frem pa folgende made:

X+ 2x2—4x+1): (x-1)=x"+3x-1

x-—1) = ¥ -x*

rest 3% = 4x +71
Ix(x—1) = 3x* — 3x

rest —x+1
“1x=1)= e el
rest 0

Divisionen gir op (den endelige rest er 0), dvs. vi kan skrive

x+2%x —4x+1

x—1

i
=x"+3x-1,

hvilket er ensbetydende med, at vi kan skrive trediegradspoly-

nomiet som et produkt

W+ 2x%—dx+1=(x=1x*+3x~-1).

Den sidste skrivemide giver os mulighed for at kontrollere, at
divisionen er korrekt udfort. Man ganger parenteserne pa hojre
side sammen, reducerer og konstaterer, at det passer med ven-

stre siden.

Udfor folgende divisioner:

a) (4x®—-x*+3x+42): (x+2)

b) B3x-5+2x>-7x—-17): (x+ 1)
) (x*-x*-6x>-2x+4):(x-2)
d) 2t +x3—-6x*—2x+3):(2x~3)
e) (4x*—4):(2x +2)

Det er naturligvis ikke alle divisioner
der gir op, og man kan — ligeledes na-
turligvis — ogsd dividere med polyno-
mier af hojere grad end 1. Vi skal dog
ikke i dette afsnit bruge den slags divi-
sioner, men for fuldstzndighedens
skyld vises her et eksempel pd en sidan
division. Vi kommer dog ogsd til at an-
vende divisioner, som ikke gir op, se-
nere i vores standardanalyse.
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 Nedenfor ses en lelSlOI’l af et fj erdegradspolynomlum med et
andengradspolvnomlum !
(2x* + 3x® — 5% + -3y (x-2x+1D)=2%2+7x+7
: _ 2X —4x* + 2% :
Gl = o et o ry -ﬁ7_x3 /x; il el
s —‘m . Y5 7IX-- ]4X‘ + 7X

er ,@{1 eﬁdellg rest pa 8x

I almindelighed gzlder folgende regel vedrorende polynomiers
division:

1

= ‘é*"r'-‘-‘:!.
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Som navnt tidligere skal vi 1 dette afsnit udelukkende bruge di-
visioner, der gir op. Hvordan sidanne divisioner kan bruges til
at lose ligninger af hojere grad vises i det folgende eksempel.

E3
Vi onsker at bestemme nulpunkterne for
fx) =x? = 3x2 — 10x + 24

og begynder med en division der gir op. Hvordan man finder
frem til en sidan division, skal vi vende tilbage til lidt senere.

(x*=3x*—10x+24) : (x-2) =x*—x—12

x2.= 2x2
—x>—10x + 24
2 + 2x
—12x + 24
—12x + 24
0

Vi konstaterer, at divisionen gir op, og dermed at trediegrads-
polynomiet (dividenden) kan faktoriseres (dvs. skrives som et pro-
dukt). Der gzlder nemlig, at

X332~ 10x + 24 = (x - 2)(x* —x— 12).
Hermed kan vi bestemme nulpunkter for trediegradspolyno-
miet, idet der gzlder, at et produke er nul, hvis en af faktorerne
er nul (kaldes ofte for nulreglen).

%% — 3% — 10x + 24 = 0 (fakeoriseres til)
(x = 2)(x*> — x — 12) = 0 (anvender nulreglen)
x—2=0c¢llerx*-x-12=0

1+4/49
2
x=2ellerx=-3ellerx=4

X=Zel'legx=

Tallene -3, 2 og 4 er. alesd nulpunkeer for £.

Dette eksempel viser, at med en division der gir op, efterfulgt af
en fakrorisering, kan vi spalte en trediegradsligning op i en
forstegradsligning og en andengradsligning, som sd kan lases ved
hjelp af velkendte metoder.
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Ved brug af lommereg-

neren ses de fiundne nul-
punkier ar passe ganske
godt med det grafiske
billede.
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Los folgende ligninger ved hjzlp af

metoden:

(1) division, (2) faktorisering, (3) nul-
regel og (4) bestem lasningerne.

a) X¥+x>—4x-4=0
(divider med x + 1)

b) x®+ 13x* 4+ 555+ 75 =0
(divider med x + 3)

) x¥*—5%% +5x—1=0
(divider med x — 1)

d) 2¢¥=x*-5x=2=0
(divider med x — 2)

Om tallene ...

Tal bruges til at lpse ligninger med, tal bruges til
a satte ind i funktioner — og vi fir igen nye tal,
tal beskriver storrelser pa ting osv ...

Dert er mere end svart at undgd tallene!

Vidste du, at de tal som vi bruger i dag
egentlig stammer fra Indien.

Arabiske kabmand bragte i perioden 800-
1100 eKr. tallene, nesten i deres nuvee-
rende udseende, med sig hjem nar de hand-
lede i Indien og i Dsten.

Derfor kaldes tallene ofte for Arabertallene.

Det naste sporgsmal der melder sig er: Hvordan finder man en

division, der gir op?

Man skal legge marke til i de foregiende eksempler og evelser,
at den division vi begynder med gemmer en lgsning i sig. Hvis
man dividerer med x — a (og divisionen gir op), er a en lgsning
til ligningen. Det omvendte gelder ogsd, dvs. uden bevis kon-
kluderer vi, at der gelder folgende sammenhang:
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Med denne regel i hinden bliver sporgs-
mailet nu: hvordan finder man en enkelt
lpsning til en ligning af hejere grad, si-
ledes at vi kan dividere og faktorisere?

Desverre findes der ikke nogen me-
tode, som virker i alle tilfelde, nogle
gange mi vi gette eller prove at bruge

lommeregneren til at finde en verdi tzt
pd e.l. metoder.

Der findes dog en metode, der er brug-
bar i mange tilfelde, og som fanger de
fleste losninger til en ligning. Vi beskri-
ver metoden 1 nedenstiende ramme
uden dog at bevise pastanden.

Hvordan man bruger denne p/q-metode vises i det folgende eksempel.
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Vi ensker at lgse ligningen £x’ + 2 = x> + x og gir frem pa
denne méide:

(1) Reduktion til heltallig ligning af typen f(x) = 0.

1 +2=x*+x

(alle led samles pa én side)

1P -x*-x+2=0

(i)ol)’nomiet laves heltalligt)
X -2x*~2x+4=0

Her er den ledende koefficient
a, = 1, og konstantleddet er a, = 4.

(2) Mulige brok-losninger ved brug af p/q-metoden
Divisorerne i konstantleddet er +1, +2, +4 og divisorerne i
den ledende koefficient er 1, dvs. de mulige breklesninger

- if. p/q-metoden er

1, £2,+4
*1

=1, 2, +4.

(3) Gat en brok-lpsning a

Vi prover os frem, indtil vi finder en lasning.
x=1giver1-2—-2+4=1#0dvs. 1 er ingen losning.
x=-1giver—1 —2+2 + 4 =3 #0dvs. ~1 er ingen losning.
x=2giver 8—8 4 + 4 = 0 dvs. 2 er en losning.

(4) Diviston med x — a
Da 2 er en lgsning, vil x — 2 g8 op i venstre siden. Vi fir:
KF—2x2-2x+4): (x=-2)=x~2
o0 L2

-2x + 4
—2x+ 4

130
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(S) Faktorisering, produktregel og losninger

X =2x*-2x+4=0 (der faktoriseres)
(x=2)x*=2)=0 (nulreglen anvendes)
x—2=0cellerx*-2=0 k
x=2ellerx?=2

x=2ellerx=++2

o3

Los ved hjelp af fremgangsmiden (1) reduktion, (2) mulige
broklgsninger, (3) gzt en losning, (4) division og (5) fakrorise-
ring, nulregel og losninger, folgende ligninger:

a) ¥-8x2+19x-12=0
b) 2x*-5x2-2x+5=0
c) X +6=2x*+3x

d C+x=2582+27%

Denne metode kan udvides til ligninger af vilkirlig hej grad.
Man skal dog gtte losninger lige s mange gange som graden er
storre end to, dvs. for en fjerdegradsligning skal man getce los-
ninger to gange.

ES
Vi ensker at lose fjerdegradsligningen
3x'+ 1x+3=512+ 11
og gir frem pd denne mdde:
(1) Reduktion
3x*+ 3x+3=57%" + 11x*  (saml leddene pi én side)

3~ 535 — 11x* + 7x + 3 = 0 (polynomiet laves heltalligr)
6xt - 11x° - 22X +x+6=0
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(2) Mulige brok-losninger
Brok-lasningerne skal findes blandt
+ ], 2) 3’ 6

+ =+], +2, +3, +6, +
1,2,3,6

=+

=
-
w i
v

I+
N B

1
,i13,i'

o=

(3) Gat en losning
x=1giver6-11-22+1+6=-20%0
dvs. 1 er ikke lgsning.

x=-1giver6+11-22-1+6=0
dvs. —1 er en losning.

(4) Division
(6~ 11— 22x2 +x+6) : (x + 1) =6x> — 17x* = 5x + 6

(5) Faktorisering og produktregel
6xf— 112 =22 +x+6=0
x+1)6x*-17x*-5x+6) =0
x=~1¢eller 6> = 17x*~5x + 6= 0

(6) Mulige brok-lasninger til 6x° — 175" — 5%+ 6= 0
Mulige breklasninger er
2 1,2,3,6

+ =], +2, £3, +6, +
1,2,3,6

e, F o, 2 Lyd

=N

3

03| —=

(7) Gat en losning til trediegradsligningen
x = 3 giver 162 — 153 — 15 + 6 = 0 dvs. 3 er en losning.

(8) Division
(6 = 17x*—5x+6) : (x—3)=6x>+x—2

(9) Faktorisering, nulregel og losninger
6x'—11x* - 22’ +x+6=0
x+1DE-3)6x>+x-2)=0
x+1=0ellerx—3=0eller6x>+x-2=0

x=—lellerx=3ellerx=—2ellerx =1
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Den generelle losningsmetode for ligninger af hojere grad
(mindst 3) kan altsi skitseres sdledes:

Vi vender senere tilbage Lommeregner TI-83
til hvordan vi kan benytte kan klare problemer
lommeregneren til at lose ret nemt!

ligningeir med.

Ligesom for andengradsligninger er der specielle metoder til los-
ning af specielle ligninger af hojere grad. Fx kan man i alle redu-
cerede ligninger med konstantled lig 0 sztte x uden for parentes
og dermed opni en faktorisering af venstresiden.
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E6

Ligningen 3x? 4+ 33 — 2x2 = 0 loses lettest ved at sztte x> uden for

parentes.
3xt+x>~2x*=0 (x* settes uden for parentes)
(Bx*+x-2)=0 (nulregel)

x*=0eller 3x> + x= 2 =0 (diskriminantmetoden)

x = 0 (dobbelt) eller x = 1 eller x = 3

Visse ligninger ‘ligner’ andengradsligninger og kan lgses ved
hjelp af diskriminantmetoden. Vi ser et eksempel herpa.

E7

Ligningen x* — 4x” + 3 = 0 er en fjerdegradsligning, men den kan
lpses som en andengradshgnmg, hvis man erstatter x* med en ny
variabel storrelse, fx z.

x'—4x*+3=0 (vi erstatter x*> med z)
4z + 3 = (andengradsligningen i z loses)
4+ J_

2

z=1ellerz=3

Z=

x=1ellerx*=3 (igen benyttes z = x%)
x =+l ellerx = ++/3

o5

Los nedenstiende ligninger ved hjelp af metoden i eksempel 6
eller metoden i eksempel 7.

a) 2x°+3x*+x=0 d) x*-x*-2=0
b) 4x*+ 9% = 12% e xt+x*-6x2=0
) x*—-13x>+36=0 ) xX—9%+8=0
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Polynomier, eller funktioner, hanger ngje
sammen med tal. Vi sztter et tal ind i et
polynomium og far pé entydig made et tal
ud af polynomiet igen.

Tal er noget lidt underligt noget ...

Igennem tiderne bar der varet adskillige forskel-
lige metoder til angivelse af storrelser. Pé tegnin-
gen viser Romeren drstallet 1998 skrevet pd for-
skellige mdder.

Kileskrifien havde sin udbredelse i oldtiden.
Romertallene anvendes stadig, dog er de ret be-
svarlige nir der er tale om store tal. Bide kile-
skriftens talverdier og romertallene er additive
talsystemer, dvs. vi legger talsymbolerne sam-
men, ndr vi skal finde tallets vards.

Vores titalssystem er et positionstalsystem. Her
har man brug for et ciffer til angivelse af ingen-
ting, alisé tallet nul, tallet der hverken er posi-
tivt eller negative.

Der gik yderligere nogle hundrede ér for de ne-
gative tal kom i brug ombkring 1400-1500-tal-
let. Man skulle lige bruge lidt vid pd at forsid, at

der var noget, der var mindre end ingenting!
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