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Komplekse tal

Side 4 af 31

Matematiske symboler:
N — Maengden af naturlige tal
Z — Mazngden af heltal
Q — Mengden af rationale tal
R — Maengden af reelle tal
C — Mengden af komplekse tal
v — Foreningsmangden
N — Fellesmengden
c — Undermangde
o — Undermengde
€ — Tilherer
& — Tilherer ikke
° — Sammensat funktion
1 — Vinkelret, ortogonal, perpendikuleer
I — Parallel / parallelle
= /U — Implikation / konsekvens
</ — Implikation / konsekvens
</ - Biimplikation

— Alkvantor
3 — Eksistenskvantor

- Og

— Eller
Eksempel: Vxe RIyeR|y>x

{1,2,3,4,5...}
{...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}
Zgte broker og endelige decimaltal

{a+bi

a,beR,i’ =—1}

X UY er foreningsmeengden af maengderne X og Y
(Alle elementer i X og Y)

X MY er fellesmangden af mangderne X og ¥
(De elementer, som er i bdde X og ¥ )

X c Y betyder, at X er en undermeangde af ¥
(F.eks.: Z = R)

X 27 betyder, at Y er en undermeengde af X
(F.eks.: R 2 Z)

x € X betyder at elementet x tilherer m@ngden X
(F.eks.: 2e N)

x ¢ X betyder at elementet x IKKE tilherer mangden X
(F.eks.: 7 ¢ N)

f o g er en sammensat funktion af / og g.
F.cks. f(g(x))

alb betyder at vektorerne a og b er vinkelrette.

De tre udtryk (vinkelret, ortogonal og perpendikulzr),
betyder alle det samme.

albeah=0

allb betyder at vektorerne a og ber parallelle.

A = B betyder at B er en konsekvens af 4, dvs. hvis 4 s& B.
A < B betyder at 4 er en konsekvens af B, dvs. hvis B sa 4.
A < B betyder at 4 gelder, hvis og kun hvis B galder.

"For alle" eller "For ethvert"

"Der eksisterer"

"For hvilket det gaelder"

x A y betyder at BADE x og y skal gelde pa samme tid.

x v y betyder at ENTEN x ELLER y skal galde pa samme tid.

For ethvert reelt tal, x, eksisterer der et reelt tal, y,

for hvilket det gzelder, at y er storre end x.
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Introduktion til komplekse tal

Tal

Hvad er tal? Tal er et kunstigt og abstrakt veerktej, som bruges til at angive en bestemt mangde.

Tal er kunstige, fordi de er menneskeskabte! De er abstrakte, fordi man har valgt en losning,
hvor man bygger diverse optellinger pé 10 cifre: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 & 9. Der er nok ingen
tvivl om, at man har valgt at bruge 10 cifre, fordi det passer med antallet af fingre, s& man
nemmere kan taelle og regne uden at bruge eksterne hjelpemidler. Man kunne vel i virkelighe-
den lige sé& godt have valgt at benytte et system, hvor man benytter 2, 8, 16 eller 60. (Det valges
at naevne netop disse tal, da man rent faktisk visse steder benytter (eller har benyttet) positions-
talsystemer, som bygger pa 2, 8, 16 eller 60 cifre.)

Taltyper
Man skelner mellem de naturlige tal, heltal, breker, rationale tal, reelle tal, imaginere tal og
komplekse tal.

De naturlige tal

De naturlige tal beskrives vha. en mangde, som man normalt angiver som N. Det er de tal, som
man kan teelle til, dvs.: 1, 2, 3, 4...

I de tidligste tider hvor mennesker har kunnet kommunikere, har man udelukkende benyttet
denne taltype, da aritmetik ikke har veret anvendt. Det har f.eks. vaeret vasentligt, at man kun-
ne angive, hvor mange geder, som man havde i en indhegning etc.

Da tallet 0, er et relativt moderne fanomen, har man ikke haft 0 geder, man har haft

ingen geder.

Den forste brug af ”0” i et positionstalsystem som er kendt, er fra ca. ar 1000 f.Kr.

Vealger man at inkludere tallet 0 blandt de naturlige tal, skrives dette som N, .

Heltal

P4 et tidspunkt i historien har man formentlig manglet en ged! Der har altsa vearet underskud i
antallet af geder, og nogen har fundet pa at udvide mangden af de naturlige tal (inklusive 0)
med de negative tal, altsa: -1, -2, -3...

Mzangden af heltal skrives som 7 .

Broeker

Igen har behovet for nye tal eskaleret. To bender har haft to geder sammen. Man kan ogsa sige,
at hvis makkerskabet ophaves, sa har de hver en ged. Men hvis de to geder nu er en han og en
hun, sé er der chance for, at der en dag er tre geder. (Lige netop dén type matematik, mé vare
op til laeserens fantasi... Sperg evt. en biologilarer) Hvis de to bender nu gar hver til sit, har de
altsé halvanden ged hver, men det kan ikke skrives vha. heltal. Det kraever en division, som en-
der med et resultat, som ikke er et helt tal.

Broker siges at vaere en del af det rationale tallegeme. Endelige decimaltal er ogsé en del af det
rationale tallegeme.

Mzangden af rationale tal skrives som Q.
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Irrationelle tal

Nu kan man ikke leengere hente eksempler fra oldtidens bender. Hvis man udelukkende benytter
de fire elementare regnearter: addition (plus, +), subtraktion (minus — ), multiplikation (gange -)
og division (skrives som en bregk), er der heller ikke behov for andre taltyper end dem, som alle-
rede er beskrevet.

I nyere tid (i de seneste 4500 ar), er der dog opstéet et behov for en anden type tal. F.eks. x pi).
7 kendes i1 dag vha. kraftige computere med over 1.241.100.000.000 decimaler. I virkeligheden
er der dog uendeligt mange decimaler, hvilket samtidig betyder, at tallet ikke kan skrives som
en brok!

Man siger ogsa at to leengder (tal) er inkommensurable, hvis der ikke kan findes et feelles mal
for dem.

Dette () er blot et enkelt eksempel pa et tal, som ikke kan skrives hverken som et helt tal eller
som en brek. Inddrages ogsa potensregning og regning med f.eks. kvadratredder, viser det sig,
at der er rigtig mange af den slags tal. Her er det ogsa vigtigt at huske, at begreberne oo (uende-
ligt) og —oo (minus uendeligt) ogsé indgér i kategorien reelle tal.

Reelle tal

De reelle tal er foreningsmangden af alle breker og alle irrationelle tal. Eller med andre ord —
alle tal, som ikke kan skrives som et heltal.

Den samlede mangde af reelle tal skrives som R .

I den daglige matematik, vil man ogsa sige, at R ogsa indeholder heltal, séledes at man som of-
test betragter R som alle (normale) tal”.

Vil man specificere, at der er tale udelukkende om positive reelle tal, skrives R, .

Alle positive reelle tal samt 0, skrives R, .

Imaginaere tal

Nu kunne man tro, at der ikke var behov for yderligere talkategorier. Det viser sig dog at vare
en fejlagtig antagelse. Man kan lose f.eks. en andengradsligning og finde ud af, at den ikke har
nogen lesning. Det er dog kun, hvis man tilgér problemet uden at kende til de imaginere tal.
Grunden til at en andengradsligning ikke har nogen umiddelbare radder er, at diskriminanten er
negativ! Da man ikke (umiddelbart) kan uddrage kvadratroden af et negativt tal, kan udregnin-
gen ikke lade sig gore, og man siger, at der ikke er nogen reelle redder til andengradsligningen.
Med de imaginare tal, vil man kunne udregne kvadratroden og fa et brugbart resultat.
Imaginzre tal tilherer mangden C (Complex numbers)

Komplekse tal

Et komplekst tal er et tal, som kan indeholde bade en imaginaer del og en reel del.

Taltyperne som mangder
Betragter man taltyperne som mangder, kan man sige at f.eks. de naturlige tal er en agte del-
mangde af de reelle tal. Faktisk er alle taltyperne delmangder af de mere inkluderende taltyper.

NcZcQcRcC

Eller vist mere grafisk:




Notat om Komplekse Tal

Side 7 af 31

Michel Mandix (2026)

Komplekse tal

Positive, hele tal

...-3,-2,-10g0

0 og de negative, hele tal

Broker og decimaltal

Potenser og konstanter, f.eks. e og 7, som
ikke kan udtrykkes ved N, Z eller

Komplekse tal (complex numbers), i

Det er netop de komplekse tal, som dette notat omhandler.

Bemark, at et komplekst tal bestér at to dele: En reel del og en imaginaer del. Begge dele beho-
ver ikke at veere til stede, for at der kan veere tale om et komplekst tal.
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De komplekse tals legeme

Ser man lige et gjeblik tilbage pé de reelle tal, er de primaert organiseret ved to regneregler: ad-
dition og multiplikation.

Derfor galder folgende regler:! 2

Addition:
a) Stabilitet Vx,yeM:x+yeM (1)
b) Den kommutative lov: a+b=b+a
Vx,yeM:x+y=y+x (2)
¢) Den associative lov: (a +b)+c =a +(b+c)
Vx,y,zeM :(x+y)+z:x+(y+z) 3)
d) Der eksisterer et nulelement 0: a+0=0+a=a
VxeM:x+n=x (4)
e) Ethvert tal a har et omvendt —a: a+ (—a) = (—a) +a=0
VxeM3yeM:x+y=0 (5)
Multiplikation:
a) Stabilitet Vx,yeM:x-yeM (6)
b) Den kommutative lov: a-b=b-a
Vx,yeM:x-y=y-x (7)
¢) Den associative lov: (ab)c=a(bc)
Vx,y,zeM :(x~y)-z :x~(y-z) (8)
d) Der eksisterer et ételement 1: a-l=l-a=a

VxeM:x-e=x, exn (9)

e) Ethverttal a # (0 a har et reciprokt a: a 1 _ l~a -1

a a
VxeM\{0}TyeM :x-y=e (10)

Addition-Multiplikation:

a) Den distributive lov: a (b + c) =ab+ac

‘v’x,y,zeM:x~(y+z):x~y+x-z (11)

Ser man pé disse regler, er det nok ikke overraskende, at nulelementet og ételementet refereres
til som neutrale elementer, for hhv. addition og multiplikation respektivt. Dette skyldes dben-
lyst, at de ikke forandrer det tal, som de adderes/multipliceres med.

Ligeledes kaldes de omvendte og de reciprokke vardier som inverse elementer.

Er en talmeangde organiseret ved to af disse regneregler, kaldes den for et legeme.
(P4 engelsk, kaldes det for “a field” og pa tysk "Korper”.)

!http://da.wikipedia.org/wiki/Legeme %28algebra%29
2 Carstensen, Jens: Komplekse tal, 2. rev. udg.
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Saledes er (R,+,-) et legeme. Ligesa er (Q,+,-), hvorimod (Z,+,-) og (N,+,-) ikke er det.

Dette kan forenklet siges, at tal, der udelukkende er fremkommet som regnestykker med additi-
on og subtraktion med hele tal ikke kan kaldes legemer. Skal der vere tale om legemer, skal der
yderligere benyttes multiplikation eller division — med andre ord, breker eller decimaltal.

Endnu mere forenklet kan man sige, at et tallegeme er en talmaengde, hvor alle de ”saedvanlige”
elementare regneregler gaelder.

rl,rze@}.

Et andet eksempel pa et tallegeme kunne veere: {rl + rZ\/E

Lad defineres nu — inden for mangden R af reelle talpar — to regneregler, nemlig de tidligere
omtalte: addition og multiplikation, som organiserer R” til et legeme.

Pé ngjagtig samme méde som den tidligere gennemgéede vektoraddition, defineres:

(x15x2)+(y1;y2):(x1+y1;x2+y2) (12)

Multiplikation defineres som — noget mere specielt:

(xl;xz)'(yl;yz) :(x1 T X Vo X ), +x2y1) (13)

Det onskes nu at eftervist, at (}Rz ,+, ) er et legeme, og det betyder, at kravene i boksene pa for-

rige side alle skal vere opfyldt.

Addition a), b) & c) indses umiddelbart!

Addition d): Nulelementet ved addition er (0;0), da:
(x,5%,) +(0;0) = (x, + 0;x, +0) = (x5, )
Addition e): Det omvendte talpar til (x,;x,) er (—x,;—x,), da:
(33, + (=3x3=x, ) = (3, + (=%, )3, +(—x,)) = (x, = x;5x, - x, ) =(0;0)
Multiplikation a), b) & ) indses umiddelbart!

Multiplikation d): Etelementet ved multiplikation er (1;0), da:
(xl;xz)-(l;O) :(xl 1-x,-0;x,-0+x, -1) =(x1 —0;0+x2) = (xl;xz)

Multiplikation e): Forudsat at (a;;a, ) #(0;0), seges det reciprokke talseet til (,;a, ). Det er

med andre ord det talsat (xl;xz) , som multipliceret med (a1 ; az) giver ételementet, (1;0) .

Dette kan opstilles i folgende ligning:
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(x3x,)-(a3a,)=(10)

Ifolge definitionen om multiplikation, kan der pd dette grundlag opstilles to ligninger med to
ubekendte:

a,x, —a,x, =1

a,x, +a,x, =0

Dette ligningssystem kan loses pd et utal af mader, men benyttes determinantmetoden, ses det at
determinanten er a,” +a,” # 0

Der eksisterer derfor netop én lgsning, som er:

a —a
_ 1 _ 2
X = X, =

2 2 2 2
a - t+a, a - t+a,

Addition-Multiplikation a): Indses umiddelbart!

Da alle krav til et tallegeme saledes er opfyldt for (Rz ,+, ) , er det derfor vist, at (R2 ,+,-) eret

tallegeme, hvor man kan regne med de elementaere regneregler.

Dette giver anledning til felgende definition:

Definition: Mengden R* med regnereglerne addition og multiplikation, som ovenfor beskrevet
kaldes de komplekse tal og betegnes C .

Rundt omkring kan man se mange forklaringer og definitioner pa de komplekse tal, men man
skal vaere opmerksom p4, at en del af disse forklaringer, netop ér forklaringer, mere end en
egentlig definition.

Samtidig kan man sa sidde tilbage med en ter smag i munden og en fornemmelse af, at man ik-
ke er kommet meget videre, men det vil blive mere forstaeligt efter de farste par eksempler.
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Regneregler for komplekse tal
Til at begynde med ngjes man med at se p4 en delmangde af R*, som er defineret ved:
R" = {(x;0)|x € R}

Det bemarkes at det er alle de komplekse tal, hvis andenkomponent er lig med 0. Men netop da
andenkomponenten er den, som indeholder den imaginzare taldel, vil det faktisk sige, at dette er
mangden af alle komplekse tal uden imaginzr del, hvilket igen vil svare til de normale reelle
tal.

Addition og multiplikation af elementer i R" giver igen elementeri R’ .
Det kan siges, at (R*;+;-) er et dellegeme af (C;+;-).

Som allerede nzvnt kan man identificere elementerne i R* med de reelle tal, idet man 1 stedet
for (x; 0) bare kan skrive x. Som ogsa navnt endnu tidligere kan dette udvides til at sige, at

mengden af de reelle tal, R, opfattes som en delmangde af maengden af de komplekse tal, C.

Introduceres nu ogsa de imaginzre taldele, kan man altsd — modsat af det, der allerede er be-
skrevet — skrive det som: (O; 1) . Dog bruger man bare at skrive bogstavet i ” i stedet for det

komplekse tal, (0;1).
Tallet i findes ved multiplikation:
i =(0;1)-(0;1)=(0-0—1-1;0-1+1-0) = (0-1;,0+0) =(-1;0)
Idet det huskes, at (—1;0) kan identificeres som det reelle tal —1, kan dette simplificeres til:
i’ =-1
Nu indferes y, som er et reelt tal (Ely € IR) .
Multipliceres i med y, fas resultatet:
iy :(O;l)-(y;O)=(0-y—1-0;0-0+1-y)=(0;y)
Dermed kan folgende nemt indses:

(x:0)=(x:0)+(150) = (x:0) +i(:0) = x +iy

Det er nu klart, at ethvert komplekst tal, z, kan skrives pa formen:
z=(x;y)=x+iy, hvor i* =-1

Tallet x kaldes for realdelen af z og y kaldes for imaginaerdelen af z .
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Det skrives saledes:

x=Rez, y=Imz, z=Rez+i-Imz

Specielt geelder det, at hvis:

Rez=0: z =iy, og z kaldes da for et rent imaginert tal.
Imz=0: z=x,0g z kaldes da for et reelt tal.

z=x+1y (14)
Konjugerede tal

Konjugerede tal er en vigtige, nr man taler om komplekse tal.
For at kunne konjugere et komplekst tal, skal der lige indferes nogle regneregler:

Er z =x+iy et komplekst tal, skrives det konjugerede tal som:

z=Xx—iy (15)

Regneregler:

Z+tw=z+w og Zw=z-w (16)

Bevis:

Hvis z=x+iy og w=u+iv,

daer z=x—iy og w=u—iv ogdermed: z+w=(x+u)+i(y+v)

Heraf folger:

z+w=x+u—i(y+v))x—iy+u—iv=2+v_v.

Dette vises tilsvarende nemt for multiplikation.

z+z=2x=2-Rez og Z—E=2iy=2i-lmz (17)

Denne regneregel bevises ogsa nemt, pd samme méade som de forrige.

Nu indferes skrivemaden: z =x +iy i stedet for at benytte talpar. Dette gor udregningerne med

komplekse tal nemmere, og iseer multiplikation vil forekomme mere naturlig at udregne med
denne form.
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Et par eksempler’
Givet to komplekse tal: z, =3 —4i og z,=T7+5i .

Z,+2,=3-4i+T7+5i=3+T7-4i+5i=z +z,=10+i

z,—z,=3-4i—(7+5i)=(3-7-4i-5))=z,—z,=—4-9i

Multiplikation foretages som normalt pa grundlag af de distributive love. Det vil med andre ord
sige, at man som normalt kan gange parenteser ud som normalt.

2,2, =(3-4i)-(7+5i)=21+15i - 28i = 20i> =21-13i —20(~1) = z, - 2, = 41— 13i

Kvotienten (division) mellem to komplekse tal, simplificeres ved at forleenge forholdet (breken)
med navnerens konjugerede tal:

i_3—4i_(3—41')-(7—51')_21—43i+20i2_1—43i_1—43i:>i 1 43,
z, T+5i (T+50)(7-5i))  49-(5i)  49+25 74z, 74 74

3 Carstensen, Jens: Komplekse tal, 2. rev. udg., p. 9
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Den komplekse talplan
Man kan afbilde de komplekse tal i et talplan.

Hvis man som tidligere identificerer mangden af reelle talpar R* med punkterne i et seedvan-
ligt kartesisk koordinatsystem, kan mangden C afbildes som punkter i planen pa sedvanlig
vis, safremt det velges at opfatte det komplekse tal: z = x+1i) som et punkt med koordinater-

ne (x;y) i planen.

I dette tilfaelde vil man sé kalde abscissen (x-aksen) for den reelle akse, og ordinaten (y-aksen)
for den imaginere akse.

Serligt er det veerd at bemaerke, ved at betragte et komplekst tal z=x+iy og dets konjugerede

tal z=x— iy , at de to tal m4 vaere hinandens spejlinger om den reelle akse.

Som det var tilfaeldet med helt almindelig vektoraddition og -subtraktion, ses det nu, at man
fuldsteendigt analogt kan overfere dette til definitionen pa addition og subtraktion af komplekse
tal, saifremt man betragter de stedvektorer, som svarer til tallene z og w.

Imaginsere akse 2w

Reelle akse

zw

I flere tilfzelde vil det veere tjenstligt, hvis man kender leengden af den stedvektor, der svarer til
et komplekst tal, men ogsé den vinkel, der herer til vektoren.

Det er allerede &benlyst, at lige pracis denne del af regning med komplekse tal i hgj grad har
mange paralleller til vektorregningen. Derfor er det neppe heller overraskende, at man kan ind-
fore folgende definition:
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Definition: Den numeriske vardi af det komplekse tal z =x+iy introduceres. Den numeriske
veerdi repraesenterer leengden af den stedvektor, som svarer til z:

|Z|=|x+iy|=\/)cz+y2 (18)

Den numeriske verdi af et komplekst tal kaldes ogséa for modulus til z.

Den tilherende retningsvinkel kaldes for argumentet til z. Det noteres argz .
Tallet O har intet argument.

Det er indlysende, at beviset for den numeriske vaerdi af det komplekse tal z er fuldstendigt
analogt til beviset for en vektors leengde.

Det vides fra de trigonometriske grundformler, at safremt v=argz, sa er alle tallene v+ 27 li-
geledes argumenter til z. Det vil dog ikke give anledning til fejltagelser, idet den veerdi af
argz, der ligger i intervallet [—72';72'] kaldes for hovedargumentet for z, og betegnes Argz -
altsa skrevet med et stort A.

Imaginaere akse

Reelle akse
T

e

Bemark definitionsintervallet: [—JZ'; 72'] . Der regnes ikke med negative vinkler, men derimod

med den korteste af supplementvinklerne.

argz=v < cos(v)zf A sin(v)zX = COS(V)Zﬁ A sin(v)=-=
r r 4

(19)

z=Xx+iy= r(cos(v) +i- sin(v)) = |Z| : (cos(argz) +i- sin(argz))

Lzeg iszer godt maerke til ”og”-symbolet! Det er nedvendigt at udregne begge ligninger for
at fastsla vinklen entydigt i planet.

Det indses nemt, at alle reelle tal kan skrives som komplekse tal, som har argumenterne 0 eller
—r , og alle rent imaginare tal kan skrives som komplekse tal, som har argumenterne —5 7 el-

1
ler 7.
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Et par eksempler*
Givet de fire komplekse tal:
z,=34+4i z, =1 zy;=-3+1 z,=1-2i

Imagineere akse
44

Reelle akse
T T T T T T T T T T T T T
-3 -25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 3 35

De fire moduli for de fire komplekse tal udregnes séledes:

|z =Rez? +Imz? =\x* +)? =3 +4* =0 +16 =4/25=5

|z,| = yRez, +Imz,? = x> + y* =40* + 12 =0+ 1=1=1

|z =Rez” +Imz7 =¥ + 7 = (-3) +1* =\O+1=110~3,16

|z =yRez +Imz = \[x* +y* =" +(=2)" =1+1=4/5~2,24

Argumenterne udregnes ogsa:

4 Carstensen, Jens: Komplekse tal, 2. rev. udg., p. 12




Michel Mandix (2026) Notat om Komplekse Tal

Komplekse tal | Side 17 af 31
cos(vl)z%—ﬁzg - =arccos@ v, =+0,9273(rad)
sin(v])=71=|§—ll|=% o, =arcsin(§] v, =0,9273(rad)
cos(v2)=xr2 =|’Zc—z|=%=o o, zarccos(0) v, =i%(md) ~+1,5708(rad )
sin(v,) =%_|§—22|=%=1 & v, =arcsin(1) v, =§(md)z1,5708(rad)

-3 -3
cos(v3)=x—;=|)zc—j|=ﬁ =’ =arccos(ﬁj & vy =+2,8198(rad)
sin(v3)=%=|)zj—3|=+0 = =arcsin(% < v, =2,8198(rad )
3

1

=4 = =5 =arccos(— < v, =£1,1071(rad)

5

N——

[ NN

sin(v4)=—=—=_T§ <:>v1=arcsin( j < v, =-11071(rad)

Det bemarkes, at nar man finder arcuscosinus, sa er der jo to lesninger: En over abscissen og en
under. Udregner man ogsa lgsningen, som er givet ved arcussinus, fjernes dog enhver tvivl om
hvilken af lesningerne, som er den rigtige.

Hvis der indferes skrivemaden ”polere koordinater” (altsé en positionsbestemmelse i et
koordinatsystem vha. en leengde og en vinkel), kan felgende notation benyttes:

z= |z|-(cos(v) +i-sin(v))=(r),, hvor: r =|z| og v=argz (20)
Gives de fire vektorer i ovenstdende eksempel pa denne form, fas:

4= (5)0,9273 L= (1)%” %= (\/E)z,gws %= (\/g)—l,loﬂ
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De Moivres formel

Nar der tales om multiplikation og division i forbindelse med komplekse tal, har modulus og ar-
gumentet stor betydning.

Givet de to komplekse tal z og w pé formen:

z=7;(cos(v)+7-sin(v)) &  w=r(cos(u)+i-sin(u)).
hvor 1, =|2| og r, =|w.
Idet definitionen for multiplikation for komplekse tal benyttes, fas:

w =7 -1, -(cos(v)-cos(u)—sin(v)-sin(u)+i-(cos(v)~sin(u)+sin(v)-cos(u)))
=77 -(cos(v+u)+i-(sin(v+u)))

Der er her benyttet additionsformlerne for sinus og cosinus.’

ey

Af dette (samt af “Idiotformlen: cos’(v)+sin’(v)=1 ), ses det, at modulus for produktet zw

er ligmed 7 -7, samt at argumentet er lig med v+u (Se formel (19).)
Dette giver — ligeledes af formel (19) — felgende resultat:
|zw| =|z|-|w| og arg(zw) =u+v=argz+argw. (22)

P& denne méde, kan man anskueliggore multiplikation af komplekse tal, som vist i nedenstdende
figur. P& denne figur er Z og W punkter i den komplekse plan, som repraesenterer hhv. de kom-
plekse tal z og w. Desuden er punktet 4(1;0) indsat.

Man betragter AOAZ og placerer punktet P saledes, at AOAZ bliver ensvinklet med AOWP.
Ifalge reglen om ensvinklede trekanter® er de to trekanters sider proportionale:

|OZ| . |OW| Da |OA4| er lig med 1
< |oP|= oA < |oP|=|oz|-|ow| (23)

|0A| _@
low| " |oP|

5 F.eks.: Preben Madsen: Teknisk matematik, p. 324.
6 F.eks.: Preben Madsen: Teknisk matematik, p. 85.
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Komplekse tal

Side 19 af 31

35 Imagnasre akse

\ Realla akse

Desuden findes (iflg. formel (22)):

=argw+argz

=arg(wz)

derfor er ens:

Idet punktet P repreaesenterer det komplekse tal, p, findes (iflg. formel (23)):

|p|=|2]-|w] =|2w] (24)

argp =AKLAOP=XAOW + AWOP = LAOW + £A0Z

(25)

Konklusionen mé vere, at tallene p og wz har samme modulus og samme argument, og at de

p=wz

Be rational
Get real.

©copyright 2007 6JCaulkins  www.mightywombat.com
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Komplekse tal Side 20 af 31

Der na@vnes yderligere nogle regneregler for multiplikation og division:

z-z=(x+iy)(x—iy)=x2 —(iy)2 =x"+)’ =|z|2
(26)

1 .
Da z-—=1, fas folgende to satninger:
z

1 1

1=lll=lz. 2 =|4. 1%
tl=|z-Z =\
g (27)
n_1
HE
_:Zl‘:|Z| l‘ |Z|.L
g (28)
z|_ld
Wl |

Da O=argl= arg(z-lj = argz+argl & argl =—argz, fas:
z z z

arg— =arg| z-— |=argz +arg| —
w w w
g (29)

z
arg— =argz—argw
w
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Komplekse tal Side 21 af 31

Ovenstdende regneregler for z og w, giver for det tilfelde, at z = w:
|zz| =|Z|2 og arg(zz):2'argz (30)

Hvilket kan overferes til det generelle tilfelde:

n n

V4

z

og arg(z”)z n-argz 3D
Som tidligere — benyttes at: » = |Z| ogv=argz, fas:
z" = (r(cos(v) +i sin(v)))n = |z”|(cos(arg(z” )) +i- sin(arg(z” )))

g (32)

z"=r" (cos(nv) +i- sin(nv)) (De Moivres formel)

Et par eksempler’

For at anskueliggere de Moivres formel, betragtes det komplekse tal z, som har den numeriske
verdi 1 og argumentet v:

z=cos(v)+i-sin(v)

z* = (cos(v) +i- sin(v))2 =cos’ (v)+ (i -sin® (v))2 +2-i-cos(v)-sin(v)

=cos’ (v)—sin’ (v)+2-i-cos(v)-sin(v)

Det er allerede fastsat vha. de Moivres formel: z° = 7? -(cos(2v) +i- sin(2v)) ,

men da =z =1, simplificeres dette til: z* =(cos(2v)+i-sin(2v)).

Sammenlignes nu realdelen og den imaginare del hver for sig, fas formlerne for sinus og cosi-
nus til den dobbelte vinkel, som burde vere kendt:

cos(2v)=cos’(v)-sin’(v)  og sin(2v)=2-sin(v)-cos(v) (33)

7 Carstensen, Jens: Komplekse tal, 2. rev. udg., p. 15
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Komplekse tal Side 22 af 31

Reciprokke tal:

Det reciprokke tal, 1 , til det komplekse tal, z #0 bestemmes nemt ved konjugering.
z

Fra tidligere vides det, at: z- z= |z|2 . P4 baggrund af dette laves folgende omskrivning:

- 2
Z'Z=|Z|
g
Z'i2=1
E
g
1z
—==
z |

Da z =x+1iy, omskrives dette til:

X—iy X ) y
= = —i- 34
¥ +yt X +yt X+’ (34)

1
z
Hvilket passer fint overens med formel (10).

En grafisk metode til bestemmelse af det reciprokke tal 1 kan anvendes, hvis man tager ud-
z

gangspunkt i nedenstdende figur.

Imagineere akse

Reele akse

Z reprasenterer det komplekse tal, z. Der sgges den reciprokke veerdi til tallet z .
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Komplekse tal | Side23af31 |

En tangent fra Z til enhedscirklen, har reringspunktet 7, og fra dette punkt, 7, nedfeldes den
vinkelrette pa linjen OZ i punktet P.

Da TP er hejde i den retvinklede trekant, aAO7Z , er aATPO og aZPO ensvinklede og har der-
med proportionale sider®.

oA _loT] op|=1
loT] |oZ| r’

Da |OT|=1, og |0Z|=r=|].
Punktet P, der fremkommer ved spejling af P i abscissen, representerer et komplekst tal, hvis

: 1 . 1 .
argument er —v og hvis modulus er — . Dette tal er netop det reciprokke — , som sgges, idet:
r z

N |-

-(cos(—v) +i- sin(—v))

N

Punktet P reprasenterer tallet = Man siger, at konstruktionen af P ud fra z er foregaet ved in-

N | =

version 1 enhedscirklen.

8 F.eks.: Preben Madsen: Teknisk matematik, p. 85.
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Komplekse tal Side 24 af 31

Redder - andengradsligningen

Arbejder man med de reelle tal, har man indtil videre defineret Ja (a > 0) som den positive

losning til ligningen x* =a .

Man erindrer naturligvis reglen:

Den n’te rod af et tal a, er det tal b, som har samme fortegn som a, og som opleftet til n’te po-
tens giver a.’ (35)

Det vil med andre ord sige, at hvis man tager kvadratroden (den 2. rod) af 9, s er resultatet 3,
fordi 3 er positiv, ligesom 9. Det er en definition! Det betyder dog ikke, at hvis man bliver stillet

overfor ligningen x* =9, at der kun findes den ene rod x =3. Der gelder stadigvaek, at bide 3’
og (—3)2 erligmed9, idetat 3-3=9 v (—3) . (—3) =9. S4 lesningerne til ligningen x* =9 er:
x=3vx=-3.

Det er ogsé logisk nok, sa l&enge man kun uddrager kvadratredder. Gar man videre til kubikred-
der (den 3. rod), sé er sagen lidt anderledes:

27 =3,da3-3-3=3"-3=9-3=27, mens

=27 =-3,da (-3)-(-3)-(-3)=(-3)" -(-3) =9-(-3) = -27.
Ovenstdende eksempel passer ogsé fint med regel (35), idet —3 og —27 begge er negative.

Men arbejdes der indenfor de komplekse tals legeme, C, er det ikke muligt at indfere en ord-
ning af tallene efter storrelse (de er jo blevet en slags to-dimensionelle), og derfor giver det hel-
ler ikke mening at tale om fortegn for de komplekse tal.

Det vil ligeledes vaere formélslest at tale om, at en lgsning af en ligning giver x-verdierne for
skaering med abscissen.
Den binome ligning (ligning med to led)

Den n-te rod af et komplekst tal a = a, +ia, indferes, hvilket vil sige at ligningen

0 .
z"=a=a, +ia,.

Modulus og argument for de komplekse tal er allerede defineret, og ved hjelp af dem opskrives
folgende ligning:

2 =r(cos(v) +1-sin(v). hvor r=a] og v=arga (36)

Der seges den numeriske verdi af den segte lgsning, z, til ligningen, og den findes saledes:

"=l el =gl =47 G7

Zn

z

% F.eks.: Preben Madsen: Teknisk matematik, p. 25.
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Komplekse tal Side 25 af 31

Der mangler stadig argumentet:

v+2pr

arg(z”)=arga+2p7r<:>n-argz=v+2p7r<:>argz= (38)

Her gelder, at p €Z , men det er kun nedvendigt at lade p antage verdierne
0,1,2,...,n—1 , idet alle andre verdier af p, vil give argumenter for z, der allerede er fundne.
Dette er dog pa ner multiplum af 27 .

Ligningen (36) har altsé » lesninger, der er givet ved:

n n

Z:e/?-(cos(”2p”j+i-sin(v+2p”j]a pe{0,1,2,..,n—1} (39)

Et par eksempler!’

Der enskes at lose ligningen: z° =2+3i.

r=|a|=\/Rez2 +Imz’ =\/x2 +y2 =\/22+32 =\/4+16=\/B

v=argz =arg(2+3i), hvilket giver:

@v:arccos( j < v=10,9828(rad)

=
w

<:>v=arcsin( J < v=0,9828(rad )

—( W
W

Ergo er lgsningen:

- s/_\/ﬁ‘(005(0,98285+2p7rj+i.Sin[0,98285+2p7:D
)
z= I\O/E-(cos(—o’%zg;r 2pﬂ}+i-sin(—0’98285+ ZPEJJ, JZS {0,1,2,3,4}

Theerdig brug af en lommeregner giver saledes folgende losninger:

10 Carstensen, Jens: Komplekse tal, 2. rev. udg., p. 18



Michel Mandix (2026) Notat om Komplekse Tal

Komplekse tal | Side 26 af 31

:1013.[(;05[%}”.9 (09828” 0-7 J:1,2675+O,2524i

3 ( 0,9828+2-1- ”)H.S' (0 9828 +2 1 ”D:O,1516+1,2835i

z,=N13:| ¢

0,9828+2 2- ﬂj*"'s' (09828” 27 V) 11738+ 0,5408i

—0,8771-0,9492i

3

z, =13 ¢

"

" )
e[ [0,9828+2 3 njﬂ_s. [o 9828+2-3- ﬂn

>

0,9828+2-4- ”jﬂ-.s- (09828” 4 ”D:0,6317—1,1275i

Imagineere akse
2+ 3i

2519

0.54

Reelle akse
s N 45 s i 15 2

-054

Losningerne kan ses pé ovenstaende figur. Losningerne ses som vinkelspidser i et regulaert po-

lygon (her en femkant), som alle ligger pa en cirkel med centrum i origo og radius le/B .

De fem vinkelspidser, z,, z,, z,, z, & z; er altsd alle den 5. rod af 2+ 3i.

Enhedsrodder

Betragtes nu ligningen z" =1, ses folgende:
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Komplekse tal Side 27 af 31

r=1 og v=arga=argl=0. Ligningen har derfor lesningerne:

Z:W.(COS(V+2p”j+i-Sin[ﬂD, pe{0,1,2,.,n—1)
n n
g
z=</T-(cos(2pﬂJ+i-sin£2pﬂD
n n
) (da %1 altid er lig med 1)

z= cos(ﬂjﬂ'-sin(z’ij, pE {0,1,2,...,;1 —l}.

n n

Disse tal ligger pa enhedscirklen, da Yi=1. Stadig, udsp@nder losningerne en reguler n-kant
med en vinkelspids i (1;0).
Disse komplekse lgsninger kaldes for de n-te enhedsradder.

Traditionelt bruger man det graeske bogstav & (lille epsilon) for tallet svarende til p =1, hvilket

giver:
£ =cos(2—ﬂ]+i'sin(2—ﬂ]. (40)
n n

De gvrige radder ma sa netop vare potenserne af &, dvs.:

1 2 3 n-1
1,6‘(),6‘ ,E L&
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Komplekse tal Side 28 af 31

6) Bestem lokale ekstrema
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Opgaver (facit)
101)
Udregn folgende komplekse tal pa formen x+iy .
z, =(2-i)(4+2i)—(8+i)(6—2i)
=8+ 4i—4i—2i" — (48— 16i +6i — 2i° ) =8+ 2~ (4810 +2) =10 50 +10i
i
z, =—40+10i
2 =(3-2i) (=(3-2i)"-(3-21))
=(9+4i” —12i)(3-2i) = (9+4(-1)—124)(3-2i) = (5-12i)(3 - 20) =15~ 10i — 36 + 247” =15 — 46/ - 24
i
z, =—9 - 46i
s o2t
Y7
C(240)(7T+i) 14+2i+7i+i 14+9i+(=1) 13+9i
C(7-0)-(T+i) 49+7i-7i-i*  49-(-1) 50
g
5 =319 2026+0,28i
50 50
z,=(1+2i)’
=(142i)- (14 2i) =144 +4i=1-4+4i
i
z,=-3+4i
il
S4+i
_(4-0)-(4-1) _16-4i—4i+i® _16-8i-1_15-8i
(4+i)-(4—i) 16—-4i+4i—i 16+1 17
i
zSZE—iizO,88—0,47i
17 17
5-2i 5+2i
Zg = T ;
542i 5-2i
:(5—21‘)-(5—21‘)_(5+2i)~(5+2i):25—10i—10i+4i2_25+10i+10i+4i2
(5+2i)-(5-2i) (5-2i)-(5+2i) 25-10i+10i—4i® 25+10i—10i -4’
_25-20i+4-(=1) 25+20i+4-(-1) 25-20i-4 25+20i—4 25-20i-4-25-20i+4
C o 25-4-(-1) 25-4-(-1)  25+4 25+4 29
g
zg :—ﬂi ~—1,38i
2
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g

105)
Find |z] og Argz for hvert af de folgende tal:

zy =1+1i

2| =\Rez’ +Imz}’ =¥’ +)7 =4IP+ P ={T+1=42

|2 =\2

COS(VI) =& ﬁ = % Sy = arccos[%} SV = iO,7854(rad)
ro|z a2 v

Sin(Vl):%:ﬁ:% =Y =arcsin(% @M

! _—_—

|2, = JRez +1mz7 =3 + 7 = (-3 + 1> =O+1 =410

g
|z,| =10
cos(v,) :% :;—z‘:% Sy, = arccos[\/_%j < v, =12,8198(rad )
sin(vz)z%zé—j‘:%o & v, =arcsin \/:_0] < v, =0,7854(rad )
I
Pl
_(1+i)-(1+i)_1+i+i+iz_1+2i+(—1)_g_i
C(1=i)-(14d) 1i-i- 1=(=1) 2
|z,]=Rez,> +Imz” =¥ +)7 =0’ + > =011 =1
g
|z, =1
cos(vy) noxn 0 < vy =arccos (0) ©v3=i£(rad)zil,57(rad)
r ‘23‘ 1 ’ ) 2
sin(v;)=&=£=l < vy =arcsin(1) ©v3=£(md)z1,57(md)
) r ‘23‘ 1 ’ 2
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105) Fortsat
z,=4i-5(=-5+4i)
‘24‘ :\/Rezé‘2 +Imz = \/x2 +y' = J(—S)z +4* =\25+16 =41
g
‘24‘ =41
cos(v,)= x—r“ = ‘)ZC—:‘ = _TSI S, = arccos(%} < v, =+2,469(rad )
sin(v,) = % = é—:‘ :% S, = arcsin(%j v, =0,7854(rad ) v v, =r-v,=2,469(rad)
zy=17+3i
|z, = JRez + Imz? =17 +3* =289+ 9 = /298
g
|z5| = /298 17,26
cos(vy) =" = s 17 =2 =arccos[ ! ] & vy =+0,1747(rad )
|zg| 298 2
3 . 3
sm(vs):%z‘}z)—j‘—?gs =22 =arcs1n(mJ < v =0,1747(rad)
s=1o2
)
(1Y (2Y _ [T 4_[9 16_[25_5
‘26‘:\/R6262+Im262:\/x2+y2: [Ej +(§j = Z+§: 36+36:\/;:6
)
=
6
1
cos(vy)=—2 —)ZC—: %:%:% =7 =arccos(§j < v, =%0,9273(rad)
—2 _ _ _
sin(vé):&zﬁz ~ =£=—4®v6 =arcsin(—4] < v, =—0,9273(rad)
rolslo2 15 s 5 —_—




