CAND. POLYT.

MICHEL MANDIX

SIDSTE REVISION: MAJ 2026




Notat 26 Michel Mandix (2025)

Side 2 af 16 Integration ved substitution

Oversigt over graeske bogstaver:

Kapitaler | Minuskler Navn Kapitaler | Minuskler Navn

A a Alfa B B Beta
r 4 Gamma A o Delta
E £ Epsilon Z g Zeta
H n Eta ® 0 Theta
I l Jota K K Kappa
A A Lambda M H My
N % Ny = g Xi
0 o Omikron I1 V4 Pi
P P Rho z o Sigma
T T Tau Y v Ypsilon
) ® Phi X x Chi
b4 v Psi Q w Omega




Michel Mandix (2025) Notat 26

Integration ved substitution

Indholdsfortegnelse:

INDHOLDSFORTEGNELSE: 3
INTRODUKTION: S
UBESTEMT INTEGRAL VHA. SUBSTITUTION: 5
BESTEMT INTEGRAL VHA. SUBSTITUTION: 12

BEVIS: 14




Notat 26 Michel Mandix (2024)

Side 4 af 16 Integration ved substitution




Michel Mandix (2024) Notat 26

Integration ved substitution Side 5 af 16

Introduktion:

En matematikunderviser har engang sagt:
At differentiere er et veerktej — at integrere er en kunstart!”.

Det vil i praksis sige, at det mange gange er “relativt nemt” at differentiere et udtryk, mens det
kan volde store besvearligheder at integrere et relativt simpelt udtryk.

I forbindelse med differentialregningen har det varet diskuteret, hvordan man kan differentiere
en sammensat funktion vha. keedereglen. (Se notat 23 for detaljer om dette).

Men hvordan skal man s& angribe det modsatte problem? — Altsd hvordan skal man integrere en
sammensat funktion?

Der er faktisk tale om en meget specifik regneregel.
Nemlig regnereglen som hedder ”Integration ved substitution”.

Og som med alle andre regneregler, s skal udgangspunktet vaere temmelig specifikt. (Tenk
bare pa andengradsligningen, hvor udgangspunktet skal veere ax’ + bx +c =0, hvis formelappa-
ratet skal kunne bruges).

Ubestemt integral vha. substitution:

I dette tilfaelde:

Lad fvare en kontinuert og differentiabel funktion, der har ' som stamfunktion, og lad g veere
en differentiabel funktion. Da er:

[7(2(x)) g'(x) dx=F(g(x))+k

Det ser vildt ud, men det er det ikke nedvendigvis.

I ovennavnte regel kan f(x) ses som den “ydre” funktion, og g(x) er den “indre” funktion.

g ’(x) er differentialkvotienten af den indre funktion.

I praksis er det noget nemmere, hvis man laver en lille omskrivning.

Det erindres, at udtrykket for en differentialkvotient kan opskrives pé flere mader:

d
(=5

Dette kan tolkes som: ”Funktionen f (x) =y, differentieret med hensyn til variablen x”.

Det antages, at den indre funktion, g (x) , skrives blot som u. (Dette er substitutionen — altsa at
funktionsudtrykkes for g substitueres (dvs. udskiftes) med u).

u zg(x)
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Da u = g(x), er funktionen nu navngivet u, og heraf folger direkte at:

_du
dx

g'(x)

Som navnt i “Notat 23 — Om keedereglen”, sé er % et fast udtryk, sa egentlig er det ikke
X

ok at betragte det som en almindelig brek — selvom den jo ligner en almindelig brek til forveks-
ling — men det virker i praksis, sa der ’snydes” en lille smule og udtrykket ganges igennem med
dx, sé resultatet bliver:

, du
g'(x)= e
X Nar den indre funktion substitueres med u, skal man be-
g tale et ”veksle gebyr”. I og med at x er erstattet i den in-
g'(x)-dx=du dre funktion med u, s er det jo heller ikke leengere x,
der integreres med hensyn til, men derimod u.
0 Derfor udregnes “’forholdet” mellem u og x.
du=g '(x) dx

Det er dette, som er “motoren” i regnereglen.

Det nemmeste er nok at se pa et meget simpelt eksempel:

Bestem integralet af funktionen: f(x)=(3x+ 2)4

Den indre funktion er i dette tilfeelde: ”3x+ 2 ”. Da den skal hindteres, navngives den med bog-
stavet u. — Altsd: u=g(x)=3x+2.

Tidligere blev differentialkvotienten for den indre funktion udregnet som: du =g '(x) “dx .

duzg'(x)'dx
g

du =3 dx Idet, g'(x)zf;—u3x+2=3
x

Udtrykket isoleres for dx.
dx = 1 du
3

Nu begyndes selve integrationen af udtrykket. Men husk, at den indre funktion er erstattet af .

4
F(x) - J (3x * 2) dx Her er dx blevet substitueret med % -du .

Det er jo lige blevet udregnet, at det er det
F(u)zj'u“ e du samme.
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Alting stemmer nu. Funktionsudtrykket er en funktion af «, og der star du bag udtrykket.

Som det er vist tidligere, kan en konstant settes ud foran integraltegnet.

g
L s -
(u)= E” +k Konstanterne multipliceres.
g
F(s)= %(3x +2) +k Der substitueres tilbage til 3x+2.

Dette bliver meget nemmere, nar man har udregnet nogle eksempler.

Af og til, kan man ogsé udnytte, at regnereglen indeholder hele g'(x) eller dele

af den. Man kan leegge meerke til, om der i det udtryk, der skal integreres, er fore-
komster af x med netop en grads forskel.

Et eksempel:

Bestem stamfunktionen til funktionen: f(x)=+2-3x" -x

Her ses det tydeligt, at der er forekomst af x” i det, der senere identificeres som den indre funk-
tion, og der er forekomst af x i den ydre funktion.

Udtrykket omskrives, fordi man ikke kan operere med kvadratredder:

1

f(x)=<2—3x2)5 X

Den indre funktion, substitueres med u:
u=2-3x

u differentieres med hensyn til x og dx isoleres:

du

— =—6x
dx
g
du=—-6x-dx
g
1

——du=x-dx
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Det er ikke helt, dx, som er blevet isoleret. Det er ” x - dx .
Men ser man pd den funktion, som skal integreres, opdager man, at der indgér ” x - dx  til sidst i
funktionen. Det kan man udnytte! Sa er der jo bare lidt mere, som kan substitueres.

Proceduren er den samme som ved det tidligere eksempel, sa de fleste kommentarer er udeladt.

f(x)=(2—3x2)%-x

g
1

F(x) = J.(Z -3x’ )5 - xdx

g 1
L Her er x-dx blevet substitueret med ——-du .
F(u)zjuz-(——J du 6
6 Det er jo lige blevet udregnet, at det er det

g samme.

Dette problem kan ogsa lgses pé en lidt anden méde. Det er ikke fordi, der er den store forskel —
der er sdmend bare byttet lidt rundt pé reekkefolgen af udregninger.

Samme udgangspunkt:

1

f()c)=(2—3xz)E - X
Den indre funktion, substitueres med u:
u=2-3x"

u differentieres med hensyn til x og dx isoleres — men denne gang helt til dx.:

d—u=—6x
dx
)
du =—-6x-dx
|}
—l-lduzdx

6 x
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6 x
Det ses, at de to rede faktorer gér ud mod hin-
i} anden.

! ( 1 j /V Her er dx blevet substitueret med —l . l -du .
. - -du
X

F(u) =—=|udu ... og tilbage til den samme udregning.

Er man rigtig heldig, er det en stor portion af udtrykket, som kan reduceres bort ved integratio-
nen. Se folgende eksempel:

Bestem Stamfunktionen til funktionen: f(x)=(2x+4)-vx*+4x+9

Her identificeres den indre funktion som:
u=x>+4x+9.

d—u:2x+4

dx

du . .
Allerede her, bemarkes det, at — er det samme, som den forste parentes i funktionsudtrykket.

dx
@=2x+4
dx
g
du =(2x+4)-dx
g
d du 1

= = adu
2x+4 2x+4
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F(x)zj(2x+4)-\/x2 +4x+9dx

g
Flu)= (o] 2
g
F(u)z‘[\/; du
g
F(u)zjuE du
g

F(x)z_g-(x2+4x+9);+k}

Sidste eksempel

5
Bestem Stamfunktionen til funktionen: f(x)= (e" -x7 ) : (ex + lj

u=e +—
x
g Husk, at:
u’=d—u=ex—x’2 1.
dx x_x
g
duz(ex—x"z)-dx
g
dy = du
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F(u)zjw-us-y_lxédu
g

F(u) = jus du
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Bestemt integral vha. substitution:

Man kan naturligvis ogsa integrere bestemt ved hjelp af integration ved substitution.

Der er endda to mader at gore det pa, og begge kan virke nemmere end ndr man integrerer ube-
stemt ved hjeelp af substitution.

Den forste metode kombinerer helt ligefremt integration ved substitution — ubestemt med ind-
settelse af integrationsgraenser efterfolgende.

Eksempel:

Udregn: fo 3x? (x3 - 1)5 dx .
=0

x=

Lok

I forhold til selve integrationen, er der ingen forskel pa at udregne det bestemte in-
tegral pa denne made. Da det jo er et bestemt integral, ligger forskellen i, at der
skal indsattes integrationsgreenser (hvilket burde vare kendt stof), og at resultatet i
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sagens natur er en talvaerdi og ikke et funktionsudtryk, som det jo er tilfeldet ved

ubestemt integration. Netop fordi der er tale om en talvaerdi, skal man ikke substi-

tuere tilbage for at fa det korrekte resultat.

Den anden metode er ofte hurtigere.

I den forste metode har man integreret ved ferst at substituere x° —1 med u for siden at sub-
stituere tilbage til det oprindelige udtryk i x.

Det gode ved den forste metode er, at man ikke behover at teenke meget over integrationsgraen-
serne. De er jo givet i opgaven.

I den anden metode substituerer man ligeledes x* —1 med u. Men her substituerer men ikke
tilbage igen. Her lader man integrationsresultatet std, som en funktion af u.

Til gengeeld kan man ikke bruge de oprindelige integrationsgraenser. Det er jo x-verdier, som
afgraenser kurven for grafen, men det er jo ikke laengere et udtryk i x.

Derfor er man tvunget til at omregne integrationsgraenserne til veerdier, som kan bruges, nar nu
udtrykket er en funktion af u.

Dette er gudskelov normalt ikke sarligt sveert. Der eksisterer jo et udtryk for u =g (x) , sa det er

jo bare at udregne de nye integrationsgranser i #, som en almindelig funktion af x.

Eksempel med samme opgave:

Udregn: T 3x7 (x3 —1)5 dx .

x=0

T 3x? (x3 - 1)5 dx

x=0

dx = deu
3x

T }x[ W’ 1% du Nedre integrationsgraense: (x = 0) u=g (0) =0 -1=-1
Bemerk forskellen pa =0 x*
integrationsgraenserne! u=0

@vre integrationsgreense: (x =1) u=g(1)=1"-1=0
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Bevis:

Det skal bevises, at regnereglen for integration ved substitution galder.
If(g(x)) -g'(x)dx= F(g(x)) +k

Som ofte, sd bevises denne s&tning vha. integrationspreven — altsa ved at differentiere resultatet
for at se, om resultatet falder tilbage pa integranden.

Hgjresiden differentieres vha. kadereglen — altsa differentiation af en sammensat funktion.
(F(g(x)+k)'=F'(g(x))-'(x)+0
g
(F(g(x)+k)'=7(2(x)¢'(x)

Som det ses af det magentafarvede, sé er resultatet af differentiationen af hejre side praecis iden-
tisk med integranden af det oprindelige udtryk.

Dette viser samtidig, at denne regneregel ikke gaelder for alle tilfaeldige sammensatte funktioner.
Der kraeves ogsa, at der — i det oprindelige udtryk — ganges med differentialkvotienten af den

indre funktion.

Selve metoden hedder jo ”’Integration ved substitution”, fordi man jo foretager en substitution af
noget af udtrykket, nr man integrerer i praksis.

Den indre funktion ( g(x)), erstattes af en ny variabel, som kaldes u.

Dette giver:

u=g(x)

If(u)-u'dx

Beklageligvis er man nu landet pa en funktion af #, men dx angiver, at der skal integreres med
hensyn til x, og det er jo noget rod.

Der skal derfor laves noget om, hvis det skal kunne lade sig gore:

_du
dx

'

u

d . : .
Her opfattes det (ellers) faste udtryk: d—u som en almindelig brek, og derfor ganges der nu igen-
X

nem med dx.
du=u"dx

Nu kan den ene infinitesimale sterrelse, du, saledes udtrykkes ved hjaelp af dx.
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Det er tidligere vist, at:
I f (u)'u'dx

... og da det nu ogsa er vist, at: du=u"dx, s kan integralet nu omskrives til:
If(u)duzF(u)+k

Husk til sidst at substituere tilbage, séledes at udtrykket igen havner” i x.

J.f(u)duzF(g(x))+k
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Opgaver

Ubestemt integral
Opgave 1.1

Bestem folgende integraler:
a) [(x—2)'dx

b) [(3+4x)dx

]
d
) I(2x+3)2 gy

d) j J;Tldx
e) Isin3(x)cos(x)dx

f) J.(x2 —x+1)(2x—1)dx

J‘ 2x+3

\x? +3x

J~10x5

Nty

)

Bestemt integral
Opgave 2.1

Bestem folgende integraler:

i) jsin(Zx)dx
0

) ie“dx
0

2t

k) Eeidt




